
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 




über dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfügbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nutzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 

Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google -Markenelementen Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser Welt zu entdecken, und unterstützt Autoren und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 



Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter http : //books . google . com durchsuchen. 






4 • * A 



i • 






# ;• V 



'•.Sl.^ 



•■-'4 






*: 






• ••• j 



y^-^^^SiU ■••;- 



C:« 



•■» • 






V €i ^ 



tt^^»» 






. ^« 



c.*a^\ <-- 'f^: 



*#•'. 



•.>#^ 



•• -1^ 



lÄ' 









' M 


• • 

* 


* • • 


* 




iSnIPM 




fe,* *T-^«-ji^ 






■Sfc" r^^^5*» 


mt • - . • ?*" 


• ■ • 




••*>• 

•-•T 

i* 






* . 

'M. * • 




%>i 




.- * • " • 

• ••• 




1 




'• • • •• 
















• • •■..-..•• • . . . ■ •• 




















• • 

•- ■- " * , 




1^ 


••>• 


'* ' ■ . 


: -•*5iii^v-- • . 


^ 




% 


■■*.Pfcf^.- 




• 

1 


-• 




• • 


5' 

• -• 

• 














- 


- . 


J 


r- 


Ä- -.•• ■■- .•.*••*•' ■■ ••'. ; •"•, •• 


' .50.^ - ' '* 


• 






» 


: ' - ... ■ ••••% • • • . • . 


•• 




1 




• 


1 


mm i 


• 








— - • • • k — ^g^^- 


f 






"1b 


• « 






•^ 

^ ^ 


v-#r 


: ;••« 


• • •# ' • ^r* 




• * • •• •* • ^^ 




• 




• 








. • . .# •" "^^ ■■,'•.;••♦ 


■ 1 


Ü^k «'Ifc.'* • • •■^.;?:. .. •• T 




»■•• • 








• * 




'^ 


Ä_ • * - -, •■• 


SM 






» ~ V . » ••• k .- 


k<^ 


'•>." * 


2»^. '-^ 


. ^ •»^: «1 












•r* .^^•^j^^^-^4i^»jLVv:v T ^^. 


•• ■ * 




?. 

>i^ ^ 




w 

1 








• • 






^ ^< • .»:, • . * •;~v^^iik; -"^^^ 


• A 


• .• • ■" tf 


^' ^^V^* • ••:^^«'^>« 


EinK' ' ^^^ ^^^^L ^^S 








^BH^HNh' 


> .k£W||W 


..»'T--.-.VV 


•*&gi 




J 


"^■^^^T^ 


^Ik -^- ^ • • *• 


. • • ' ♦- ^ 


» V-^^wfl 


K • 


- » 






^. 


- : ^Bh 


yi: "■ Vh 


♦•* - 


• 








•■.=*%•- 

#' 


.'< 


*." * " 




"1 

• •-. 



101 ^ 



^^ // -* 



Journal 

für die 

reine und angewandte Mathematik 

gegründet von A. L. Grelle 1826. 



Herausgegeben 



von 



L. Fnchs.' 

Mit thätiger Beförderung hober Königlich Preussischer Behörden. 



Band 121. 



In vier Heften. 



Berlin, 

s.w. AnbalUtrawe 12. 

Druck and Verlag von Georg Reimer. 
1900. 



LIRRARY OF THE 

LELAiw sjAmRD jR. umERsm 

$£P 4 1900 



Inhalts verzeichniss des Bandes 121. 



Seite 

Appell, Panl. Sur une forme generale des equations de la dynamique . . 310—319 
Boehm^ Karl. Die Existenzbedingungen eines von den ersten und zweiten 

Differentialquotienten der Coordinaten abhängigen kinotischen Potentials 124 — 140 

Dedekind^ R. Ueber die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahl- 
körpern 40 — 123 

Fochs, Richard. Ueber lineare Differentialgleichungen, welche mit ihrer 

Adjungirten zu derselben Art gehören 205 — 209 

Gränfeld, E. Ueber die einer linearen Differentialgleichung w-ter Ordnung 

adjungirten und associirten Differentialgleichungen ii-ter Ordnung . . . 218 — 229 

Hamburger, M. Ueber die singulären Lösungen der algebraischen Differential- 
gleichungen höherer Ordnung 265 — 299 

fioenigsberger, Leo. Ueber die allgemeinen kinetischen Potentiale . . . 141 — 167 

— — Ueber die Entwickelungsform algebraischer Functionen und die 
Irreductibilität algebraischer Gleichungen 320 — 359 

Sötter, Fritz. Ein bemerkenswerther Zusammenhang zwischen der Statik 
biegsamer unausdehnbarer Flächen und der Lehre von der Bewegung 

eines Körpers in einer Flüssigkeit 300 — 309 

Meder, Alfred. Zur Theorie der singulären Punkte einer Raumcurve . . 230 — 244 

Plrondini, Oeminiano. Sur quelques lignes liees a Thelice cylindrique . 245—264 

Schlesinger, Ludwig. Ueber projective Substitutionen, die einen Kreis 

ungeändert lassen 168 — 176 

— — Ueber vertauschbare lineare Substitutionen 177 — 187 

Thoin6, L. W. Ueber lineare Differentialgleichungen mit mehrwerthigen 

algebraischen Coefficienten 1 — 39 

Timerding, H. E. Ueber eine Kugelschar 188—195 

Wallenberg, Georg. Ueber Äicca/ische Differentialgleichungen höherer 

Ordnung 196—199 

— — Zur Theorie der Differentialinvarianten 200—204 

— — Die Differentialgleichungen, deren allgemeines Integral eine lineare 
gebrochene Function der willkürlichen Constanten ist 210 — 217 



lieber lineare Differentialgleichungen 
mit mehrwerthigen algebraischen Coefficienten. 

(Dritte Abhandlung; die früheren Abhandlungen siehe Band 115 und Band 119 dieses 

Journals.) 

(Von Herrn L. W, Thom^ in Greifswald.) 



Jlis war in den Abhandlungen des Verfassers Band 115 No. 8 und 
Band 119 No. 2 dieses Journals gezeigt, dass die linearunabhängigen Integrale 
einer homogenen linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen alge- 
braischen Cofficienten die Integrale einer homogenen linearen Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten sind, und dass man letztere Differential- 
gleichung immer aufstellen kann. Diese Differentialgleichung wird hier für 
den Fall, dass der Differentialausdruck derselben durch ein System normaler 
Differentialausdrücke darstellbar ist, zur Darstellung der Integrale der 
linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebraischen Coefficienten 
verwandt. 



Die homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten, deren Integrale die linear- 
unabhängigen Integrale der homogenen linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebraischen 

Coefficienten sind. 

Die vorgelegte homogene lineare Differentialgleichung mit dem 
Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 enthalte in den Coefficienten 
rational neben der unabhängigen Variablen x eine oder mehrere irreductible 
algebraische Functionen. Es wird das Schema von drei solchen Functionen 
n,v, w angenommen. In den Gleichungen derselben sind die Coefficienten 
ganze rationale Functionen von o?, der Coefficient der höchsten Potenz 
gleich 1. Wenn alle Combinationen der Zweige der algebraischen Functionen 
zulässig sind, ohne dass einer der Nenner in den Coefficienten der Differential- 

Joumal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 1. 1 
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gleichung identisch verschwindet, so sind diese Coefficienten unter der 
Form —^^^^^ darstellbar, wo H und K ganze rationale Ausdrücke der 

angegebenen Variablen sind. 

Man kann die in Zusammenhang stehenden Combinationen der Zweige 
von Uy f)y w rational durch x und eine andere irreductible algebraische 
Function mit soviel Zweigen, als Combinationen in Zusammenhang stehen, 
ausdrücken. Diese Ausdrucke sind in Abhandlung Band 119 No. 1 gegeben. 
Wenn nun eine Combination der Zweige von «i, t?, tv genommen wird, bei 
welcher keiner der Nenner in den Coefficienten der Differentialgleichung 
identisch verschwindet, so kann man an Stelle von u, r, w jene algebraische 
Function in die Coefficienten einführen. Auf diese Weise wird die ursprüng- 
liche Differentialgleichung durch eine oder mehrere Differentialgleichungen 
vertreten, bei welchen in den Coefficienten der einzelnen Differentialgleichung 
nur eine einzige algebraische Function rational neben der unabhängigen 
Variablen vorkommt. 

Die Darstellung der Integrationsmethoden wird hier für den Fall 
gegeben, wo die Coefficienten der Differentialgleichung eine oder mehrere 
algebraische Functionen rational enthalten und alle Combinationen der 
Zweige zulässig sind, ohne dass einer der Nenner identisch verschwindet. 
Die in Zusammenhang stehenden Combinationen der Zweige der algebraischen 
Functionen können dabei nach dem Vorhergehenden ermittelt werden. Sind 
z. B. die Grade der irreductiblen Gleichungen in Bezug auf u, v^ w relative 
Primzahlen, so stehen alle Combinationen in Zusammenhang (Abh. Band 115 
No. 1, Band 119, No. 1). Wenn nicht alle Combinationen in Zusammenhang 
stehen, so kann bei einer Gruppe zusammenhängender Combinationen die 
oben genannte Differentialgleichung, welche an Stelle dieser Combinationen 
nur eine einzige algebraische Function neben der unabhängigen Variablen 
rational in den Coefficienten enthält, in Betracht gezogen werden. 

Die homogene lineare Differentialgleichung sei m-ter Ordnung 

(1.) F^(iy,u,v,w,x) = 0. 

Der Coefficient der höchsten Ableitung ist gleich 1, die übrigen Coefficienten 

haben die oben angegebene Form ~^^~—^ ^ H und K sind ganze rationale 

Ausdrücke der vorkommenden Variablen. Die singulären Punkte der 
Differentialgleichung sind in Abhandlung Band 115 No. 1 angegeben. Die 
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algebraische Function u habe a Zweige, t? deren /9, w deren y. Jeder der 
aßy Combinationen der Zweige kommen m linearunabhängige Integrale der 
Differentialgleichung (1.) zu. Diese den aßy Combinationen entsprechenden 
fit aßy Integralfunctionen brauchen nicht alle unter einander linearunabhängig 
zu sein (die Coefficienten der Differentialgleichung mögen eine oder mehrere 
algebraischen Functionen enthalten) gemäss Abh. Bd. 115 No. 8 (6.), Bd. 119 
No. 2, II. Es seien N unter diesen Integralfunctionen linearunabhängig, 
dieselben erfüllen eine homogene lineare Differentialgleichung iV-ter Ordnung 

(2.) ^,,(y, x) = 0, 

deren Coefficienten rationale Functionen von x sind, der Coefficient der 
höchsten Ableitung gleich 1, mit Constanten, die algebraisch mit den Con- 
stanten in (1.) zusammenhängen. Diese Differentialgleichung wird aus (1.) 
nach den Angaben in Abh. Bd. 115 No. 8, Abh. Bd. 119 No, 2 vermittelst 
algebraischer Operationen ermittelt. 

Es sei also diese Differentialgleichung (2.) aufgestellt. Dieselbe wird 
im Folgenden die Connexdifferentialgleichung von der Differentialgleichung (1.) 
genannt werden. Ob die Integrale der Differentialgleichung F^(y, «, «?, «r^ jj) = 
(1.) die Differentialgleichung ^A'(y,x) = (2.) erfüllen, kann man prüfen 
gemäss den Angaben Abh. Bd. 115 S. 143. Wenn man ferner bei einem 
nicht singulären Punkte der Differentialgleichungen (1.) und (2.) bei jeder der 
aßy Combinationen der Zweige von u^ v, w m Integrale von F^ = (1.) 
entwickelt, so muss es N unter diesen Entwickelungen geben derart, dass die 
Determinante derselben und ihrer iV— 1 ersten Ableitungen in diesem Punkte 
nicht verschwindet. N solcher Functionen sind anzugeben. Damit ist die 
Richtigkeit der Differentialgleichung (2.) nachträglich vollständig bestätigt 

Von dem Differentialausdrucke ^^y^y^x) in (2.) soll nun hier voraus- 
gesetzt werden^ dass derselbe durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar ist. 

Dieses ist nach den Angaben in Abh. Bd. 96 zweite Abtheilung (vgK 
hierbei Abh. Bd. 117 S. 198, 199) zu ermitteln. Im Folgenden kommt die 
in Abh. Bd. 96 No. 10 definirte canonische Form des Differentialausdruckes 
0v(y, x) zur Anwendung. Jede Differentialgleichung, deren Integrale *i^r = 
erfüllen, mit normalem Differentialausdrucke und von höchster Ordnung unter 
denen mit demselben determinirenden Factor sei aufgestellt. Die Integrale 
dieser Differentialgleichungen mit verschiedenen determinirenden Factoren 



4 Thom6, über lineare Differentialgleichungen mit mehrwerthigen algebr, Coefßcienten, 

sind anter einander linearanabhängig nnd werden in der homogenen linearen 
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der 
höchsten Ableitung gleich 1 F(,) (x, y) = vereinigt. Jene einzelnen Differential- 
gleichungen sind die Hauptunterdifferentialgleichungen von F(^^(y, x) = 0. Dann 
ist ^n^Vj ^) durch das System 

(3.) /^o)(y,^) = Vu nvu^) 

darstellbar, wo ^(^i, x) sich wieder als homogenen linearen Differential- 
ausdruck mit rationalen Coefficienten ergiebt, der durch ein System normaler 
Differentialausdrücke darstellbar ist. Hier ist F^i^(y,x) der erste canonische 
Bestandtheil von 4^y{y,x). In gleicher Weise wird der erste canonische 
Bestandtheil von V gebildet, derselbe ist der zweite canonische Bestandtheil 
von 4^jf u. s. w. Das System der canonischen Bestandtheile 

(4.) /^(i)(y, x) = y,, F(2)(j(i, x) = j(2, . . ., F(,)(y,^i, x) 

bildet die canonische Form von ^Nin, x)* Nach der in Bd. 96 No. 10 an- 
gewandten Terminologie sind diese canonischen Bestandtheile normale 
canonische Bestandtheile. Ein nicht normaler canonischer Bestandtheil 
kommt, da ^;y(y, x) durch ein System normaler DifferentialausdrUcke dar- 
stellbar sein soll, hier nicht vor. 

2. 

Der. DifiFerentialausdruck der Connexdifferentialgleichuug aus No. 1 enthalte nur einen canonischen 

Bestandtheil. 

Bei der in voriger Nummer über den Differentialausdruck ^x^(jy,x) 
No. 1 (2.) gemachten Voraussetzung ist zunächst als ein Hauptfall derjenige 
zu betrachten, wo $^ nur einen canonischen Bestandtheil enthält. Es giebt 
also eine oder mehrere getrennte homogene lineare Differentialgleichungen, 
in denen normale DifferentialausdrUcke mit unter einander verschiedenen 
determinirenden Factoren gleich Null gesetzt sind (Hauptunterdifferential- 
gleichungen), deren Integrale zusammen N linearuuabhängige Integrale von 
*Xy>^) = sind. Dieser Fall ist bereits in Abb. Bd. 115 No. 9 in der 
Hauptsache behandelt. — Hierher gehört auch die Differentialgleichung F„ = 
No. 1 (1.), welche nur reguläre Integrale hat (Abb. Bd. 115 No. 5), dann ist 
0jff No. 1 (2.) ein regulärer Differentialausdruck; in diesem Falle wird die 
Differentialgleichung F„ = direct behandelt (Abb. Bd. 115 No. 6). — 

Es ist in Abhandlung Band 115 No. 9 zunächst gezeigt, wie sich 
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Differentialausdrücke F„,(y, u, v, w, x) No. (1.) und ^^(y, x) No. (2.) von der 
angegebenen Eigenschaft bilden lassen. 

Sodann wird bei einem Complex von R zusammenhängenden Com- 
binationen der Zweige von u,v^w bei dem singulären Punkte x^a, 
x—a^'C^ gesetzt, wodurch sich 

öl) Gm{y, tt> ^, tr, 

ergiebt. G^ = hat in der Umgebung von ^ == 0, abgesehen von diesem 
Punkte, einwerthige und stetige Coefficienten, die fllr ^ = in endlicher 
Ordnung unendlich werden. Aus den Hauptunterdifferentialgleichungen von 
^^(y, x) = geht hervor, dass G^ — bei S = m linearunabhängige 
Integrale unter der Form von normalen Integralen hat (Abhandlung Bd. 115 
S. 145). Nachdem die Existenz von solchen Integralen festgestellt ist, 
werden die normalen Integrale direct aus der Differentialgleichung G,^ = fie- 
slimmty wie in Abhandlung Band 115 S. 146, 147 auseinandergesetzt ist; 
vgl. die ausführlichere Untersuchung in der vorliegenden Abhandlung No. 6 V, 
No. 7 II. 

3. 

Der Dififerentialausdruck der Connexdifferentialgleichung aus No. 1 enthalte mehrere canonische 

Bestandtheile. 

Der durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbare 
Differentialausdruck *j^(j(, a?) No. 1 (2.) enthalte in der canonischen Form 
No. 1 (4.) mehrere canonische Bestandtheile. Es ist hier zunächst zu zeigen, 
wie man eine Differentialgleichung F„j(y, w, i?, tr, a?) = No. 1 (1.) bilden kann, 
so dass der Differentialausdruck ^if{y, x) der Connexdifferentialgleichung 
No. 1 (2.) durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, 
und die canonische Form desselben mehrere canonische Bestandtheile enthält. 

I. Ein Differentialausdruck F^(y, u, i?, w, x) sei durch das System 
gegeben 

wo fr ein homogener linearer Differentialausdruck rter Ordnung mit rationalen 
Functionen von x als Coefficienten, g, ein homogener linearer Differential- 
ausdruck «ter Ordnung mit Coefficienten der Form pv' ^' ^ ^ ^^^ ^ 
ganze rationale Ausdrücke der angegebenen Variablen, ti^r, tr die algebraischen 
Functionen aus No. 1; die Coefficienten der höchsten Ableitungen in fr 



6- Thomi, über lineare Differentialgleichungen mit mehrwerthigen algebr. Coefßcienien. 

und g, gleich 1 . Die Connexdifferentialgleichnng (s. No. 1) von gXy^ «, c, Wjx) = 
sei ^ifd/, a?) = Mtev Ordnung. Alsdann wird die Connexdifferential- 
gleichnng von 

(2.) F^(y,u,v,w,x) = 

dargestellt durch 

(3.) fr(9.x) = y,, ^^(yi,aT) = 0, 

wie sich auf folgende Weise ergiebt. Unter den s aßy Integralen von g, = 0, 
die den aßy Combinationen der Zweige von u, v, w entsprechen, sind 
M linearunabhängig. Dieselben sind M Integrale von ^jf(y, a?) = und 
seien durch 

(4.) j,^") (II = 1, . . ., M) 

bezeichnet. Functionen, welche 

(5.) fr{y.x) = y^^^ (« = !,..., M) 

erfüllen, seien 

(6.) ' r») (n = 1, . . ., ^^) 

r linearunabhängige Integrale von fr(y, a?) = seien 

(7.) !^(i), J((2), . . . , y^ry 

Die r+31 Functionen 

(8.) y«,, y,.), . . ., yw, Y^'\ Y^'\ • . ., y'"' 

sind unter einander linearunabhängig. Diese r+M Functionen sind Integrale 
von (2.) und jedes Integral von (2.) ist durch Functionen aus (8.) linear 
und homogen mit constanten Coefficienten darstellbar. Andererseits sind 
die Functionen (8.) Integrale der Differentialgleichung (3.) (r+JW)-ter 
Ordnung. Es ist also (3.) die Connexdiflferentialgleichung von (2.). 

Nunmehr sei f^iy, x) durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar und die canonische Form von fr enthalte mehrere canonische 
Bestandtheile. Ein solcher Differentialausdruck wird gemäss Abhandlung 
Bd. 96 No. 12 II (vergl. Abb. Bd. 117 No. 4 I) hergestellt, g^y, u, v, w, x) 
werde in folgender Weise gebildet. h^^\y, u, t?, w, x) sei ein regulärer 
Differentialausdruck, der u,v,w in den Coefficienten enthält (Abhandlung 
Bd. 115 No. 5). Es werde 

(9.) H^'\y, u, r, w, x) = e''^ h'\e-''\y, u, f>, w, x) 

aufgestellt, wo W eine rationale Function von x ist, die in Partialbrüche zer- 
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legt, zum absoluten Gliede Null hat. Nun werden s (c^ 1) Ausdrücke (9.) 
genommen, worin die Grössen e^ unter einander und von den determinirenden 
Factoren in f^ verschieden sind. Die Integrale von H^^^ = (A = 1, . . ., a) bei 
denselben Zweigen von u, v, tc sind linearunabhängig und werden in der 
Differentialgleichung gXt/y u, v, ir, a?) = vereinigt (vgl. Abh. Bd. 115, S. 144, 
145). Die Connexdifferentialgleichung von fl^^^ = sei V^^^Ky^x) = 0^ wo 
y^^^^(y,x) normal mit dem determinirenden Factor e^^. Die Integrale von 
xp^^^ = (A = 1, . . ., 6) werden vereinigt in V^ndf, ^) = 0? dieses ist die Connex- 
differentialgleichung von gXy, u, Vy w, x) = 0. ¥^i/(y, x) ist durch ein System 
normaler Diflferentialausdrücke darstellbar (vergl. Abh. Bd. 96 No. 8 II Ca.), 
die determinirenden Factoren in diesem System für W^ sind unter einander 
und von denen in f^ verschieden. Dann hat die canonische Form von 

(10.) rXy,x)^y,, W„{y„x), 

wie in II gezeigt werden wird, wenigstens so viele canonische Bestandtheile, 
wie die canonische Form von f^. Die auf diese Weise hergestellte Differential- 
gleichung (2.) erfüllt also die gestellte Forderung. 

II. Um die vorhin angegebene Eigenschaft des DiflFerentialausdruckes 
(10.) nachzuweisen, wird in folgender Weise verfahren: 

A. Der homogene lineare Differentialausdruck mit rationalen Coefß- 
cienten f{y,x) sei durch ein System normaler Differentialausdrücke dar- 
stellbar. Die canonische Form von f(y,x) enthalte a(a>l) canonische 
Bestandtheile und sei 

(11-) Vii)(y, ^) = yii 9o)(Hyy ^) = !^2, . . ., Via)(ya-u ^)- 

Femer sei yj^y^ x) ein normaler Differentialausdruck, dessen determinirender 
Factor von denjenigen in dem Systeme /"(y, x) verschieden ist Dann sind 
die Integrale von /= und i// = unter einander linearunabhängig (Abhand- 
lung Bd. 96 No. 8 II D). 

Die Integrale von (p^x) = und i// = werden in einer Differential- 
gleichung vereinigt. Der Differentialausdruck letzterer Differentialgleichung 
erhält jeden der beiden Ausdrücke 

(12'.) <P(i)(y, x) = j(i, ip\y,, x). 

(12'.) V^{y,x) = y\, <p[M,x). 

Hier ist xp' ein normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden 
Factor aus \p (Abhandlung Bd. 96 No. 8 II 0). (p[x) entsteht in folgender 
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Weise. Die Haaptunterdiffereutialgleichungen der Differentialgleichung, in 
welcher der erste canonische Bestandtheil q)^^^ gleich Null gesetzt ist, seien 
F^ = bis F^^ = 0. Die Integrale von ^ = und F«^ = werden in einer 
Differentialgleichung vereinigt, deren Differentialausdruck ist 
(13.) yj(ff, x) = yi, Qa^iy.y x), 

wo Qa^ normal mit dem determinirenden Factor in F«^ (a. a. 0.). Die Vereinigung 
der Integrale von gr«^ = 0(« = •••♦-) in einer Differentialgleichung liefert 
die Differentialgleichung (p[x) = 0. 

Die Integrale der Differentialgleichung, in welcher das System 

(14.) <P(2)(yi, X) = ^2, . . ., (Pia)(!fa-l, ^) 

gleich Null gesetzt ist, und der Differentialgleichung ip'(y, x) — sind unter- 
einander linearunabhängig (Abhandlung Bd. 96 No. 8 II D) und seien ver- 
einigt in einer Differentialgleichung, deren Differentialausdruck 

(15.) y^\yi,^)^Sj 1(8, x) 

ist. L{8, x) ist durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar, 
welches einem Systeme für den Differentialausdruck (14.) ähnlich ist (Ab- 
handlung Bd. 96 No. 8 HC). Die Integrale von /^=0 und ^ = sind 
alsdann in einer Differentialgleichung vereinigt, deren Differentialausdruck 
gemäss (12.) (15.) jeden der beiden Ausdrücke erhält: 

(16'.) (Pix)(y, x) = yi, \t)\y,, x) = 8, L(8, x), 

(16'.) V(y. ^) = y\j <P[M, ^) = s, L(8, x). 

Es ergiebt sich nun, dass in der canonischen Form des Differentialausdruckes 

(17.) (p[My^)^S, 1(8, X) 

(p[i) er8ter canonischer Bestandtheil ist. 

Denn sei / = eine Differentialgleichung mit normalem Differential- 
ausdruck X .*^ter Ordnung, deren Integrale das System (17.) zu Null machen* 
ip sei Ater Ordnung. Die Differentialgleichung (A+^)ter Ordnung 

(180 v^(y. ^) = Vi, x(yu a^) = o 

hat mit f—0 fi Integrale gemeinsam. (y„ ..., y^ seien X linearunabhängige 
Integrale von yj = und j^, ..., j^^, l^i, ..., Y^ seien A+^ linearunabhängige 
Integrale von (18.). Dann ist Y« (a = 1, . . ., u) gleich c«iyi+- • •H-CaA^A+Z« wo 
c Constanten sind, Z« eine homogene lineare Verbindung mit constanten Coeffi- 
cienten der Integrale von f=0. Also sind die /i-linearuuabhängigen 
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Functionen Z« (a = l---^) beiden DiflFerentialgleichungen gemeinsam). Daher 
ist f darstellbar durch das System homogener linearer Differentialausdrücke 
mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung 
gleich 1 (Abhandlung Bd. 96 No. 7 II): 

(19.) X{y, x) = y\ g(y\ x), 

wo -¥ = zu Integralen die den Differentialgleichungen (18.) und / = 
gemeinsamen ,a Integrale hat. In Differentialgleichung (18.) sind also die 
Integrale von X = und i// = vereinigt. Da/ normaler Differentialausdruck 
ist, so ist auch X normal mit dem determinirenden Factor aus / (Abhand- 
lung Bd. 96 No. 8 II C). Es müssen also die Integrale von X = den 
ersten canonischen Bestandtheil von /", den Ausdruck ^(i) gleich Null 
machen, daher müssen gemäss (12**.) die Integrale von / = die Differential- 
gleichung tp[i^ = erfüllen. Daraus folgt, dass in dem Differentialausdrucke 
(17.) yji) erster canonischer Bestandtheil ist. 

Dasselbe Verfahren wird nun weiter auf das System (15.) angewandt 
und in gleicher Weise der erste canonische Bestandtheil in L(s^ x) be- 
stimmt. Es ergiebt sich schliesslich, dass die canonische Form des Differential'' 
ausdruckes (17.) canonische Bestandtheile (und zwar normale) in der An-- 
zahl a enthält, so viele wie f(f/,x). 

B. Es ist ferner der Differentialausdruck (12.) erster canonischer Be- 
standtheil in der canonischen Form des Differentialausdruckes (16.). Dieser 
Differentialausdruck (16.) gehört der Differentialgleichung an, welche die 
Integrale von f=0 und rp^O vereinigt enthält und ist daher durch jedes 
der beiden Systeme darstellbar 

(20'.) Ky,x) = y,, S(y^,xy, 

(20^) yj(y,x) = y[, r(^y\x), 

wo S normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden Factor aus ip^ 
f durch ein System normaler Differentialausdrücke darstellbar ist, welches 
einem System für f ähnlich ist (Abhandlung Bd. 96 No. 8 II C). Nun sei 
;f = eine Differentialgleichung mit normalem Differentialausdrucke /, deren 
Integrale den Differential ausdruck (20.) gleich Null machen. Es ergiebt 
sich dann nach dem Verfahren in Abhandlung Bd. 96 No. 8 II Bb., dass 
der determinirende Factor in % mit einem der determinirenden Factoren in 
/ oder \\) übereinstimmt, und wenn derselbe in f sich findet, die Integrale 
von x = gemäss (20*.) ^=0 erfüllen, wenn derselbe in \\) vorkommt, 
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diese Integrale gemäss (20\) ^ = genügen. Wenn dieselben f=0 er- 
füllen, so müssen sie den ersten canoniseben Bestandtbeil von /, den 
Differentialansdruck ^(d, zu Null macben. Also in beiden Fällen macben 
die Integrale von / = den Differentialausdruck (12.) gleicb Null. Daraas 
folgt, dass der Differentialausdruck (12.) erster canoniscber Bestandtbeil 
in der canonischen Form des Differentialausdruckes (16.) ist. Da nun der 
Differential ausdruck L(s,x) in (16.) nocb a— 1 canoniscbe Bestandtbeile 
entbält (wie in A gezeigt ist), so hat die canonische Form des Differentiah 
ausdruckes (16.) canonische Beslandtheile (und zwar normale^ in der Anzahl a 
so viele wie f(y, x). 

C. Nunmebr wird der Differentialausdruck bebandelt, der durcb das 
System 

(21.) f{y,x) = y„ o){yi,x) 

gegeben ist, wo f(t/^ x) der Ausdruck (ll.)j "^(y^^) ^^^ normaler Differential- 
ausdruck mit einem determinirenden Factor, der verscbieden von denen in 
dem Systeme f ist. 

/ = sei eine Differentialgleichung mit normalem Differentialaus- 
drucke /, deren Integrale den Differentialausdruck (21.) gleicb Null macben. 
Nacb dem Verfahren in Abhandlung Bd. 96 No. 8 II Bb ergiebt sich, dass 
der determinirende Factor in x nait einem der determinirenden Factoren in 
/ oder (o übereinstimmt, und wenn derselbe in f vorkommt, dass die Inte- 
grale von / = die Differentialgleichung /'=0 erfüllen, daher den ersten 
canoniseben Bestandtbeil in /; den Ausdruck 9)^) zu Null macben. In dem 
Falle, wo der determinirende Factor in / mit dem in co übereinstimmt, sei 
die Differentialgleichung / = dieser Art von höchster Ordnung genommen und 
diese durch yj = bezeichnet. Die Integrale von f = und 1// = sind 
linearunabhängig (Abhandlung Bd. 96 No. 8 II D) und werden vereinigt in 
einer Differentialgleichung mit dem Differential ausdrucke 

(22.) ny.x) = y„ i(y,,x), 

wo §(yi, x) normaler Differentialausdruck mit dem determinirenden Factor 
aus yj. Dann ist a>(y, x) darstellbar durch das System 

(23.) ^(y„ x) = ^2, cü'(y2, x\ 

wo cü' normal mit dem determinirenden Factor aus w (Abhandlung Bd. 96 
No. 8 I), w' auch nullter Ordnung sein kann. In dem Falle, wo der 
determinirende Factor von / in dem System f vorkommt, wird l = yi, 
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tu' = tu gesetzt Dann wird in beiden Fällen der Ausdruck (21.) durch 
das System 

(24.) f(y,^) = yu ^(yi,^) = y2, ^\y2yx) 

gegeben. Die Integrale von / = machen den Ausdruck (22.) gleich 
Null. Daher ist der erste canonische Bestandtheil des Ausdruckes (24.) 
derjenige von (22.). Der Ausdruck (22.) hat gemäss (B.) so viele canonische 
Bestandtheile wie f. Also auf den ersten canonischen Bestandtheil in (22.) 
folgen noch a— 1. Das System der letzteren sei durch L(s,x) bezeichnet, 
wo L(s^ x) gemäss (B.) aus (15.) hervorgeht^ bezüglich, wenn in (22.) ^ = y^, 
aus (14.). Die determinirenden Factoren in L(8, x) kommen unter denen 
in f vor. In dem Systeme 

(25.) L(8yx) = «1, (J^'(si,x) 

ist also der determinirende Factor in to' verschieden von denen in L(s,x)j 
oder 0)' ist nuUter Ordnung. Nun ist dieses System in derselben Weise 
zu behandeln. Hieraus ergiebt sich, dass die canonische Form des Differential' 
ausdruckes (21.) canonische Bestandtheile (und zwar normale) in der Anzahl 
a oder a+1 enthält, wo a die Anzahl der canonischen Bestandtheile von 
fCy, x) ist. 

Dieser Satz wird nun auf das System in I successive angewandt; 
80 ergiebt sich die am Schlüsse von I gemachte Behauptung. 

4. 

Integration der Connexdifferentialgleichung aus No. 1. 

Es sei x = a ein im Endlichen liegender singulärer Punkt der vor- 
gelegten Differentialgleichung No. 1 (1.) F^(y,u,f),w,x) = 0. Aus der in 
No. 1 tiber die Connexdifferentialgleichung ^^(yy a?) = gemachten Vor- 
aussetzung ergiebt sich für ^^^(j^, x) die Darstellung durch ein System bei 
dem Punkte x — a normaler Differentialausdrücke (Abh. Bd. 96 No. 9, No. 13). 

Bei dem Punkte o? = oo wird die Substitution a; = y angewandt. 

Die Integrale der aus F„, = hervorgehenden Differentialgleichung (Abh, 
Bd. 115 No. 3 IV) erftillen die durch diese Substitution aus ^^^ = ent- 
stehende Differentialgleichung und in letzterer ist ein System bei dem 
Punkte t=^0 normaler üifferentialausdrticke gleich Null gesetzt. Man 
kommt damit auf den Fall eines Punktes im Endlichen zurück (Abh. 

Bd. 96 No. 13 IV). 

2» 
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Nan wird bei dem singnlären Pankte x=^a gemäss Abh. Bd. 115 
No. 3 bei einem Complex von R zusammenli^ngenden Combinationeii der 
Zweige von u,v,w die Substitution o?— a = ^^ angewandt, wodurch 

entsteht Die Coefficienten in C^ sind bei ^ = abgesehen von diesem 
Punkte einwerthige und stetige analytische Functionen, die für ^ = in 
endlicher Ordnung unendlich werden, der Coefficient der höchsten Ableitung 
gleich 1. Die Integrale von G„, = sind zu ermitteln. 

Aus der Darstellung des Differentialausdruckes ^g(y,x) der Connex- 
differentiälgleichung durch ein System bei x = a normaler Differentialaus- 
drücke ergeben sich gemäss Abh. Bd. 96 No. 13 die Ausdrücke der N Inte- 
grale von ^iv(j(, ir) = unter der Form von Systemen normaler Elementar-- 
integrale 

(2.) tifdxiir'ti^f''fa-\fi,dx, (a = 1,...,A0 

wo eine solche Grösse .u — ein normales Elementarintegral — die Form hat 

(3.) e"(a:-arc,(l + i;c,(a:-ay), 

n 

fjD gleich Null oder von der Form 2;c_a(^— ö)~**i ^"^ heisst der determinirende 

Factor in dem normalen Elementarintegral. Aus den N Integralausdrücken 
(2.) folgt für den Differentialausdruck ^jv(y, x) selbst die Darstellung durch 
ein System normaler Elementardifferentialausdrücke (Abh. Bd. 96 No. 3) 

(4.) ^(i)(ff, x) = y,, 9i2){yi, x) = y.,, • • • fl^(jv) (y.v-i, x), 

wo 

(5.) ,.,(y,^) = i-'-^, 

ist. Ein solcher Ausdruck g(y, x) ist demnach unter der Form 

(6.) '-{^'-pH 

darstellbar, wo w gleich Null oder von der Form 2! c^X^—ay^ 'Ä^Ptf 

bei x = a den charakteristischen Index gleich Null hat. Der Ausdruck (6.) 
ist ein normaler Elementardifferentialausdruck genannt worden. 
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In ^y(y, o:) = No. 1 (2.) wird jetzt die Substitution x—a = ^^ 
eingeführt. Hierdurch ergiebt sich 

(7.) *^(y,*)=(^)"'>^(y,D, 

WO Vjf(ff, ^) ein homogener linearer Differentialausdruck mit rationalen 
Functionen von ^ als Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Ab- 
leitung gleich 1. Der Differentialgleichung *jv(y, ^ = genügen alsdann 
die Integrale von 6;„=0. 

Aus den Ausdrücken (2.) der N Integrale von ^jf(y, u?) = ergeben 
sich durch die Substitution x— ö = ^^ die iV Integrale von ^iv(y, S) = 0: 

(8.) A^i/rfS|Air\ei,/.-/g.ii-i^arfe (a = l,...,iV). 
Wird nun 

(9.) .^'aClr'^^. (a = l,...,iV) 

gesetzt, so gehen dte Ausdrücke (8.) über in die Systeme normaler 
Elementarintegrale 

(10.) M.fdlMv' M,f^ . fM-1, MJX> (a = 1, . . ., iV). 
Daraus folgt, wenn 

(11.) no(!^.S) = ^-'-^% 

gesetzt wird, dass der Differentialausdruck V,y (y, t) durch das System nor- 
maler Elementardifferentialausdrücke 

(12.) y(i)(y, S) = yi, n2)(yi, t) = ^2, . . ., rwiyN-u 

dargestellt wird. 

5. 

Systeme normaler Elementardifferentialausdrücke. 

Die Sätze, die in Abb. Bd. 96 No. 8 von Systemen normaler Differential- 
ausdrücke nachgewiesen und in Abh. Bd. 96 No. 9 auf Systeme bei einem 
Punkte normaler Differentialausdrücke übertragen worden sind (bei den ge- 
nannten Differentialausdrücken sind also die Coefficienten rational), lassen 
sich mit wesentlich demselben Beweisverfahren auf Systeme normaler 
Elementardifferentialausdrücke ausdehnen. 
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I. Es heisst also ein Differentialausdrack ein normaler Elementar- 
differentialausdruck, wenn derselbe die Form hat 



(10 4^-p^->]' 



WO w gleich Null oder von der Form JJc^X^—ä)"^ ist, p bei a: = a, ab- 
gesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig und für x = a höchstens in 
Iter Ordnung unendlich ist. e"' ist der determinirende Factor, r— {p(a?— 0)},==«= 
die Exponentengleichung bei dem normalen Elementardiflferentialausdruck. 
Jeder homogene lineare Diflfereutialausdruck erster Ordnung, dessen Coeffi- 
cient bei a? = a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthig und stetig und 
für X = a nur in endlicher Ordnung unendlich wird, kann auf die Form (1.) 
gebracht werden und nur auf eine Weise. Ein Differentialausdruck der Form 

worin die g normale Elementardiffereutialausdrücke sind, heisst ein System 
solcher Ausdrücke g^i.^(k = 1, ..., /), deren Anzahl /^ 1 ist, sind die Bestand- 
theile des Systems. 

Zwei normale Elementardifferentialausdrücke heissen ähnlich, wenn die 
determinirenden Factoren übereinstimmen und die Wurzel der Exponenten- 
gleichung des einen Ausdruckes sich von derjenigen des anderen höchstens 
um eine ganze Zahl unterscheidet. Zwei Systeme normaler Elementar- 
differentialausdrücke heissen ähnlich, wenn sie gleich viele Bestandtheile 
enthalten und die Bestandtheile von derselben Stelle in beiden ähnlich sind 
(Abb. Bd. 96 No. 3, II). 

II. Die folgenden beiden Sätze entsprechen solchen, die in Abh. Bd. 96 
zweite Abtheilung bei rationalen Coefficienten der Differentialgleichungen 
gegeben sind, und dienen zum Beweise der allgemeineren Sätze, die denen 
in Abh. Bd. 96 No. 8 bei rationalen Coefficienten analog sind. 

yj(y, x) sei ein homogener linearer Differentialausdruck, dessen Coeffi- 
cienten bei a? = ö, abgesehen von diesem Punkte, einwerthige und stetige 
analytische Functionen sind, die für a? = a nur in endlicher Ordnung un- 
endlich werden, der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1. y^(y,x) 
sei unzerlegbar, d. h. nicht durch ein System 

(3.) v^i(y,^) = Vi, v^2{yi,x) 
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darstellbar, worin xpi und tp2 homogene lineare Diflferentialausdrllcke höherer 
als unllter Ordnung sind mit Coefficienten derselben, vorhin beschriebenen Art 
wie in tp (vgl. Abh. Bd. 96 No. 7, III). 

^) Vds/f ^) s^i ^^^ normaler Elementardifferentialausdruck. i//(y, x) 
sei ein (vorhin definirter) unzerlegbarer Differentialausdruck höherer als 
erster Ordnung. Das Integral von y = kann nicht v^ = erfüllen, weil 
sonst tp zerlegbar wäre (Abh. Bd. 96 No. 7, II). Die Integrale von y = 
und v^ = werden in einer Differentialgleichung vereinigt nach Abh, Bd. 96? 
No. 7 I, deren Differentialausdruck erhält die Form 

(4.) (p(y,x) = s, y^'is.x). 

Hier ist tp' ein homogener linearer Diflferentialausdruck von der Ordnung 
von yj mit Coefficienten der Art wie in tp und ein unzerlegbarer Differential- 
ausdruck. Der Beweis dieses Satzes ist derselbe wie bei rationalen Coeffi- 
cienten und letzterer in Abh. Bd. 96 No. 7, III angegeben. 

ß) *^(y^ ^) 8®i ßi^ normaler Elementardifferentialausdruck. ' tp^y, x) 
sei ein Differentialausdruck wie in A) oder auch ein normaler Elementar- 
differentialausdruck, der von (p(y, x) verschieden ist. Die Integrale von y = 
und 1// = werden in einer Differentialgleichung vereinigt; deren Differential- 
ausdruck erhält die Form 

(5.) V^(!(,a:X= s, (f\s,x). 

Hier ist (p(8y x) ähnlich (p(tj, a?), wie sich durch Einsetzen des Integrales 
von y(y, 0?) = in \p{y, x) ergiebt. Dieser Satz entspricht den Sätzen Abh. 
Bd. 96 No. 8 II A. 

III. Vermittelst der beiden Sätze in II kann man nun durch dasselbe 
Beweisverfahren, welches in Abh. Bd. 96 No. 8 auf Systeme normaler 
Differentialausdrucke angewandt worden ist, diejenigen Sätze, welche dort 
in Bezug auf jene Systeme erlangt sind, auf Systeme normaler Elementar- 
differentialausdrttcke übertragen. 

Hier werden für die nachstehenden Anwendungen speciell folgende 
Sätze angegeben: 

Der homogene lineare Differential ausdruck «iter Ordnung F^{y, x) 
enthalte Coefficienten, die bei a: = a, abgesehen von diesem Punkte, einwerthige 
und stetige analytische Functionen sind, welche für x^a in endlicher 
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Ordnung unendlich werden, der Coefficient der höchsten Ableitung gleich 1. 
F^(y, x) sei durch das System 

(6.) *^(y, x) = 8, F^_y(8, x) 

dargestellt, wo ^^ ein Differentialausdruck iVter Ordnung, der durch das 
System normaler Elementardifferentialausdrücke (2.) (/ = iV) gegeben ist, 
Ffn-N entweder nuUter Ordnung ist, oder F,„_jv = kein normales Elementar- 
integral (vgl. No. 4 (3.)) enthält. 

A) Sind in F^(y, a;) = die Integrale von ¥"=0 enthalten, wo V 
durch ein System normaler Elementardifferentialausdrttcke darstellbar ist, so 
hat der Differentialausdruck ^^ auch eine Darstellung durch ein solches 
System normaler ElementardifferentialausdrUcke, an dessen Spitze V steht 
und auf V folgt ein System, welches ähnlich ist dem Systeme (2.), nach- 
dem aus letzterem gewisse Bestandtheile herausgenommen worden, die mit 
den Bestandtheilen in V^ so gepaart sind, dass in einem Paare ähnliche 
ElementardifferentialausdrUcke stehen. (Entspricht Abb. Bd. 96 No. 8 II B b.) 

B) Enthält *iv(y, a?) = die Integrale von V^ = 0, wo yj ein (in II defi- 
nirter) unzerlegbarer Differentialausdruck ist, so muss tp ein normaler 
Elementardifferentialausdruck sein. Sind in ^jf(jfy x) = die Integrale von 
V^ = enthalten, wo yj durch das System 

(7.) fii)(ji^^) = yu fi2)(yi, x) = y,, . . . AoCyc-i. x) (c ^ i) 

dargestellt wird, in welchem die Bestandtheile f^^^ bis f^^) unzerlegbare 
Differentialausdrücke sind, so müssen dieselben normale Elementardifferential- 
ausdrUcke sein. (Entspricht Abb. Bd. 96 No. 8 II B c.) 

IV. Jeder homogene lineare Differentialausdruck ^(j(, a?), dessen 
Coefßcienten bei a: = «, abgesehen von diesem Punkte, einwerthige und 
stetige analytische Functionen sind, welche für a; = a nur in endlicher 
Ordnung unendlich werden, mit dem Coefficienten der höchsten Ableitung 
gleich 1, ist entweder unzerlegbar, oder mittelst successiver Anwendung 
von (3.) durch ein System unzerlegbarer Differentialausdrücke auszudrücken. 
Erfüllen die Integrale von i//(y, a;) = die Differentialgleichung ^y(y, x) = 0, 
wo ^jf durch ein System normaler ElementardifferentialausdrUcke darstellbar 
ist, 80 ist (gemäss III B) auch yj(tf, x) durch ein System normaler Elementar- 
differentialausdrUcke darstellbar. 

Dieser Satz ist es, auf dem das Folgende beruht. 
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Ermittelung der Integrale der homogenen linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebraischen 

Coefficienten. 

L Der am SchluBse der vorigen Nummer angegebene Satz über 
Systeme normaler Elementardifferentialausdrllcke wird nun in Verbindung 
gebracht mit der Beziehung der in No. 4 angegebenen Differentialgleichung 
^sit/f ^ = 0, wo Vjf(t/, (^ durch das System normaler Elementardifferential- 
ausdrUcke No. 4(12.) gegeben ist, zu der Differentialgleichung G„^(y^ u, v, tr, ^) = 0, 
wo G^Xy, ^9 f, «^^ t) aus No. 4 (1.) hervorgeht. Die Coefffcienten von 
G^iy, Uy V, tr, ^) werden, nachdem für u, v, w die Entwickelungen nach 
Potenzen von ^ eingesetzt sind (Abh. Bd. 115 No. 2), bei ^ = 0, abgesehen 
von diesem Punkte, einwerthige und stetige analytische Functionen von ^, 
die für ^ = in endlicher Ordnung unendlich werden, der Coefficient der 
höchsten Ableitung gleich 1; dieser Differentialausdruck wird jetzt durch 
^m(y^ C) bezeichnet. Die Integrale von r^Cy^ ?) = erfüllen Vy(y, S) = 0. 
Aus No. 5 IV folgt daher: 

Der Differentialamdmck F^^y^l^ ist durch ein System normaler Elementar- 
differentialausdrücke darstellbar. 

In Bezug auf eine Darstellung des Differentialausdruckes F^ (j(, X,) 
durch ein System normaler Elementardifferentialausdrücke gilt nun Folgendes: 

Man kann direct aus dem Differentialausdrucke F^ (j(, ^) die deter- 
minirenden Factoren in den normalen ElementardifferentialausdrUcken des 
Systems, sodann die Wurzel der zu jedem determinirenden Factor ge- 
hörenden Exponentengleichung, abgesehen von einer zu addirenden ganzen 
Zahl, bestimmen. 

Setzt man in ein System normaler Elementardifferentialausdrücke, 
wie No. 5 (2), welches den Differentialausdruck G(^y^x) darstellen soll, 
y =: e"^ y ein, so ergiebt sich e^"" G (e"^ y\ x) dargestellt durch das System 

(10 ^""^(i)(e"y', ^) = yi, ^""5^(2) (ö'yi, x) = y^, . . ., e-'^g.i^ {eTy^^,, x). 
Dieses werde auf das System für /'„, (y, ^) angewandt, so ergiebt sich nach 
Abh. Bd. 96 No. 3 111(12.): 

Die determinirenden Factoren in den normalen Elementardifferential- 
ausdrücken des Systems für F^ (y^ ^ sind die fundamentalen determinirenden 
Factoren von r„, (y, t) bei ^ = 0. Die zu einem und demselben deter- 
minirenden Factor in den normalen Elementardifferentialausdrücken des 
Systems für F,,, (y, ^) gehörenden Exponentengleichungen haben Wurzeln, 
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welche, abgesehen von zu addirenden ganzen Zahlen, zusammenfallen 
mit den Wurzeln der zu dem fundamentalen determinirenden Factor ge- 
hörenden Exponentengleichung. Diese fundamentalen determinirenden Factoren 
von r„, (y, t) bei ^ = werden nach den Angaben in Abb. Bd. 96 No. 4 
(vergl. Abb. Bd. 117 No. 2) bestimmt. Die zugehörigen Exponenten- 
gleichungen werden aufgestellt und deren Wurzeln ermittelt. 

Ein System normaler Elementardifferentialausdrücke, welches den 
Differentialausdruck r„, (y, t) darstellt, sei 

(2.) Z(i) (y. S) = Vu Xm (»1, t) = y^j . . M /c-) (Vm^ii)^ 

wo 

(3.) x.Ay^t) = %-'^y c.=>..... 

und a, von der Form ist 

(4.) e" 'C c, (l + 1 c, Sa), 

n 

tt? gleich Null oder von der Form JS'c.^S"'. Die Integrale von I],Xy^ S) = 
sind 

(5.) (Tj / dta^-^Oy / ' - f O-li 0,dt (a^l... m) 

und werden in der Weise genommen, dass bei den successiven Integrationen 
in (5.) das constante Glied in der jedesmaligen Entwickelung annullirt 
werden soll. 

Nun ist zwar die Reihenfolge der normalen Elementardifferential- 
ausdrücke in (2.) unbekannt. Aber welches auch diese Reihenfolge sein 
möge, nach dem Vorgehenden sind in den Entwickelungen der Integrale (5.) 
die Exponenten (zu welchen beliebige ganze Zahlen addirt werden können) 
bekannt. Diese Exponenten sind nämlich (abgesehen von zu addirenden ganzen 
Zahlen) die Wurzeln der Exponentengleichungen, welche zu den fundamentalen 
determinirenden Factoren von 1]„ (y, S) bei £ = gehören. 

Die Integrale (5.) von 1],, (j(, c) = genügen andererseits der Differential- 
gleichung Wy(y/C) = 0. Die Integrale von Vy (y, t) = gehen durch die 
Substitution x— a = S^ aus den Integralen der Connexdifferentialgleichung 
^.v (y? x) = hervor. Letztere Integrale brauchen nicht gerade durch die 
Ausdrücke No. 4 (2.) aufgestellt zu sein, sondern können unter Berück- 
sichtigung der canonischen Form von 4^^ (y, x) z. B. auch durch die in* 
Abb. Bd. 96 No. 21 gegebenen Systeme normaler Elementarintegrale aus- 



Thomi^ über lineare Differentialgleichungen mit mehrtoerthigen algebr. Coefficienten. 19 

gedrückt sein. Immer wird jedes Integral von *y(y, o:) = durch ein 
System normaler Elementarintegrale 

(6.) u,J dxfir\uj . . . / f^t^l.fi^dx 

aufgestellt, wo bei den Integrationen das constante Glied in der jedesmaligen 
Entwickelung annuUirt wird. Durch Substitution von x—a = ^^ geht hier- 
aus gemäss No. 4 (9.) der Ausdruck 

(7.) M,fdlMT'M,f> . ^/MzIJJM 

hervor, wo auch bei den successiven Integrationen in der jedesmaligen Ent- 
wickelung das constante Glied annullirt werden muss, da die Substitution 
x—a = ^* in der Entwickelung des entsprechenden Integrales aus (6.) kein 
constantes Glied liefert. 

Im Folgenden werde ein Exponent p, zu welchem irgend eine ganze 
Zahl addirt sein kann, ein Gruppenexponent p genannt; die Entwickelung 
eines Integrales wie (5.) oder (7.), in welcher die Exponenten der Potenzen 
von ^ sich von einem Exponenten p nur um ganze Zahlen unterscheiden, 
heisse ein Integral mit dem Gruppenexponenten p (vgl. Abh. ßd. 96 No. 22), 

Von der Differentialgleichung /'^ (y, ^) = sind also nun in den 
Integralen bei s=^ die Gruppenexponenten bekannt. Diese Integrale ge- 
nügen der Differentialgleichung Wy (y, ^) = 0, deren Integrale bekannt sind. 
Ein Integral von /*„ (y, ^) = mit dem Gruppenexponenten p wird linear 
und homogen mit constanten Coefficienten durch die Integrale von ^jv(y, ^ = 
bei S = mit demselben Gruppenexponenten ausgedrückt. (Abh. Bd. 74 
No. 1 (5.)). Wie diese constanten Coefficienten zu ermitteln sind, wird in 
II, III und IV gezeigt und ein besonderer Fall in V behandelt. 

In der Entwickelung eines Integrals von l\„{y^ Q = ^ bei S = 
mit einem Gruppenexponenten q (ohne oder mit Logarithmen) werde 

S = (a? — aY gesetzt, so zerfällt diese Entwickelung, indem p = p^ + gr ge- 
nommen wird, wo pi ein einzelner Werth von p, g eine beliebige ganze 
Zahl ist, in die linearunabhängigen Entwickelungen mit den verschiedenen 

Gruppenexponenten %?--o^- ' ' ~^~^'~ 5 ^^® ^'"® ^^^^ ^^® andere dieser 
Entwickelungen kann auch identisch verschwinden. Die hieraus hervor- 

gehenden Entwickelungen sind bei einem Zweige von (x— a)* eben so viele 
linearnnabhängige Integrale der Connexdifferentialgleichung (Abh. Bd. 74 



20 Thom6, über lineare Differentialgleichutigen mit mehrwerihigen algebr. Coefßcienten. 

No. 1 (5.)). Wird in denselben wieder X'-a = 'C^ gesetzt, so ergeben sich 
hieraus ebensoviele linearunabhängige Integrale mit dem Gruppenexpo- 
nenten p der Differentialgleichung V^y(y^ t) = 0. 

IL Der Gruppenexponent q eines Integrales von I]n(y^ 0=0 bei ^= 
soll nur in einem Integrale von /^„(y, ^ = bei ^ = vorkommen — ein- 
facher Gruppenexponent. Dieses ist bei den homogenen linearen Differential- 
gleichungen mit in der Umgebung eines singulären Punktes, abgesehen von 
diesem Punkte, einwerthigen und stetigen Coefficienten der gewöhnliche 
Fall. (In dem Beispiele in No. 3 I findet dieses in folgendem Falle bei 
jedem Gruppenexponenten in r„(y, ^ = statt. In den in No. 3 (9.) vor- 
kommenden regulären Ausdrücken A^^^(y, «, r, tr, x\ (^ = 1, . . ., «) sollen, 
nachdem x—a^Z^ gesetzt ist, die Wurzeln der Exponentengleichungen bei 
A = 1, . . ., t sich nicht um ganze Zahlen unterscheiden, und in einem Systeme 
normaler Differentialausdrucke für f^ No. 3 (1.) sollen die in den normalen 
Bestandtheilen vorkommenden regulären DiflferentialausdrUcke bei a; = o 
Exponentengleichungen haben, deren Wurzeln mit R multiplicirt, sich unter 
einander und von den vorhin genannten Wurzeln nicht um ganze Zahlen 
unterscheiden. Zu dem Beweise wird in den Ausdruck in No. 3 (1.) jj— a = ^^ 
eingeführt, dabei um in fl',(y,M^t?,ir,a?) = £ einzuführen, in den h^^\y,UyV,tD^x) 
= (^ = 1, . . ., e) x—a^X>^ eingesetzt und unter Bezugnahme auf das in 
in No. 5 III Gesagte der Satz, der Abh. Bd. 96 No. 8 II C a entspricht, an- 
gewandt; auf diese Weise wird der Ausdruck in No. 3 (1.) für x—a = ^^ 
durch ein System normaler Elementardifferentialausdrücke dargestellt.) 

A. Das eine Integral von r„,(y, ^) = bei ^ = mit dem Gruppen- 
exponenten Q sei durch Y bezeichnet. Dieses Integral Y ist nun linear und 
homogen mit constanten Coefficienten durch die Integrale der Differential- 
gleichung ^,v(y? ^) = mit dem Gruppenexponenten q ausdrückbar, die- 
selben gehen aus Ausdrücken (7.) hervor. Diese Integrale seien y^^ y^ bis y;., 
wo i ^ 1. Es ist daher 

(8.) Y = /r,y, + Ä2y,+ ...+/r;y„ 

wo wenigstens einer der constanten Coefficienten k von Null verschieden 

k 
ist, und wenn das zugehörige y durch y^ bezeichnet wird, -^ = C^ und für 

y 

T wieder Y gesetzt wird, so besteht 

(9.) 1^=^! + ^,^,+ ... + ^^, 
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als Integral von /'„.(y, '0 — mit dem Gruppenexponenten q. Bei Ä > 1 
müssen nun die Constanten C2 bis C^ die Bedingung erfüllen, dass der Aus- 
druck (9.) der Differentialgleichung /;,(y,^) = genügt. Es muss also die 
Gleichung 

(10.) /;(»„C)+c./;.(y./Q+-+c,/:,.(y„c) = o 

bestehen. Eine Gleichung 

(11.) ;^2/Uy2,S)+^3/;.(y3,t)+-+;^;./;n(».,D = 

mit Constanten ;?, die nicht alle verschwinden, besteht nicht, weil sonst 
noch ein von dem vorhergehenden linearunabhängiges Integral von r„^(y, ^ = 
mit dem Gruppenexponenten p 

(12.) ^2y2+k^yz+"' + '^xyx 

vorhanden wäre. Die A— 1 Functionen 

(13.) /:(y2,ö, /;.(»3,0, •.., J^Xy.X) 

sind also linearunabhängige Functionen von ^. Daher ist die Determinante 
dieser A — 1 Functionen und ihrer Ä — 2 ersten Ableitungen (Differential- 
determinante) nicht identisch Null (vgl. Abh. Bd. 96 No. 14). Und um- 
gekehrt, wenn die Differentialdeterminante der Functionen (13.) nicht 
identisch verschwindet, daher eine Gleichung (11.) mit constanten Coeffi- 
cienten x, die nicht alle verschwinden, nicht besteht, so ist ein Integral (12.) 
von r^{y^ ^) = nicht vorhanden. Da nun überhaupt ein Integral von 
/"„ = mit dem Gruppenexponenten p existirt, so muss es ein Integral (9.) 
geben und die Gleichung (10.) bestehen. 

Die Gleichung (10.) wtrd nun (l — 2)-mal differenlürt y so ergiebt eich 
im Ganzen ein System von A— 1 linearen Gleichungen mit nicht identisch ver- 
schwindender Determinante zur Bestimmung der l—l Constanten Cj bis C^. 

Es wird also die Matrix 

r^(yut) r^(y..t) ••• n.(yz,0 
dJ^iy^^O dLAy,^ dT\.(yU) 



(14.) 






dC 



dC^"' 



dC'-^ 



aufgestellt, dann muss wenigstens eine durch Wegstreichen einer Vertical- 
zeile hervorgehende Determinante nicht identisch verschwinden, und zwar 
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jede^ die durch Wegstreichen einer solchen Verticalzeile entsteht, in welcher 
das y^ einen von Null verschiedenen Coefficienten in (8.) hat. 

B. In folgendem Falle kann keine der (l—iy^eiligen Determinanten aus 
der Matrix (14.) identisch verschwinden» 

Das Integral Y von r.Xtl, ^) = niit dem Gruppenexponenten p zer- 

fällt, wie oben (Schluss von I) bemerkt, wenn ^ = (x—ay und (> = p,4-gf 
gesetzt wird, wo pi ein einzelner Werth von p, g eine ganze Zahl ist, in 
die Summe der von x—a abhängenden Ausdrücke mit den verschiedenen 
Gruppenexponenten 

wobei einzelne dieser Ausdrücke auch identisch verschwinden können. 
Diese Ausdrücke sind ebensoviele linearunabhängige Integrale ohne Loga- 
rithmen der Connexdifferentialgleichung ^y(y, x) = 0, Tiun soll ^y(ff, o?) = 
ausser diesen Integralen weiter keine Integrale mit Gruppenexponenten aus der 
Reihe (15.) enthalten. 

Es seien die sämmtlichen Integrale von *jv(y, a?) = mit Gruppen- 
exponenten aus der Reihe (15.) aufgestellt; ein solches Integral kann sich 
von einem der vorhin genannten Integrale mit demselben Gruppenexponenten 
nur um einen constanten Factor unterscheiden. Wird j?— a = ^* gesetzt, 
so gehen diese Integrale von ^,v(y, x) = in ebenso viele linearunabhängige 
Integrale von Vy^y, ^) = mit dem Gruppenexponenten p über. Da nun die 
Gruppenexponenten der Integrale von ^^{y^ x) = 0, die nicht der Reihe (15.) 
angehören, nach Multiplication mit R nicht den Gruppenexponenten p er- 
geben, so kommen ausser jenen Integralen von ¥A(y? = keine anderen 
mit dem Gruppenexponenten p vor. Daher gehen in den Ausdruck von Y (8.) 
alle aufgestellten Integrale von ^y(y^ D = mit dem Gruppenexponenten p 
mit nicht verschwindenden constanten Factoren k ein, und es kann daher keine 
der (^l—iy zeiligen Determinanten aus der Matrix (14.) identisch verschwinden. 

Der Gruppenexponent p sollte nur in einem Integrale von -T« = 
vorkommen — einfacher Gruppenexponent. Daher liefern die anderen 
Gruppenexponenten von /'„ = 0, mögen sie einfach oder mehrfach vor- 

kommen, wenn ^ = (a?— a)'* gesetzt wird, Reihen von Gruppenexponenten 
wie^ (15)? die von den Werthen (15.) verschieden sind. Es sei nun bei 
jedem anderen Complex zusammenhängender Combinationen der Zweige von 
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•I, 19, w bei x = a die I\„ = entsprechende Differentialgleichung /^l = ge- 
bildet und auf gleiche Weise, wie (15.) entsteht, seien bei jedem Complex 
die Reiben von Gruppenexponenten aufgestellt. Diese Gruppenexponenten 
sollen alle von den Gruppenexponenten (15.) verschieden sein. Dann ist die 
oben aufgestellte Bedingung erfüllt, dass die Connexdifferentialgleichung 
^N (y? x) = keine anderen Integrale mit Gruppenexponenten aus der Reihe 
(15.) hat, als diejenigen, welche ans dem Integrale Y (8.) mit dem Gruppen- 

exponenten q nach Substitution von c = (x—aY hervorgehen. 

C. Die Ausdrücke der Constanten C (10.) ergeben sich aus dem 
Systeme vonA— 1 linearen Gleichungen, welches aus Gleichung (10.) und 
den durch (A— 2)-malige Differentiation derselben hervorgegangenen besteht, 
unter der Form des Quotienten zweier Determinanten. Eine solche Deter- 
minante hat den allgemeinen Ausdruck, wenn die l — l eingehenden y 
durch pi bis y;._i bezeichnet werden, 



(16.) 






.=. d'-'y,.-x 






(n^l) 



wo die Grössen a vermittelst der Gleichnngen für u, v, w sich unter der Form 
gm' ergeben, H nnd K ganze rationale Ausdrücke der angegebenen 
Variablen. Die Determinante (16.) ist gleich der Summe aller Producte 



(17.) 



i "2a 



a.,5 



*iß 



0;.-l,a «A-l,^ •• 



• «1„ 






■a-i. 






• flA-l 


a 





d"'-'^y^ d^-^y^ 



(/f«-« e/f«- /5 









worin a, /3, y, . . ., a jede Zusammenstellung von / — 1 verschiedenen Zeigern 
aus der Reihe 1, 2, . . ., n in arithmetischer Reihenfolge bedeutet. Die 

Determinante der a nimmt die vorhin angegebene Form - ' "* ^' ^^ an. 

Die Integrale y« der Differentialgleichung ¥^a (y, = sind durch Systeme 
normaler Elementarintegrale (7.) gegeben, welche aus solchen Systemen 
(6.) für die Integrale der Connexdifferentialgleichung VA(tf,x) = her- 
geleitet waren. Letztere Integrale gehen aus gleich Null gesetzten Systemen 
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bei a; = o normaler DifferentialausdrUcke hervor. Daher wird der Factor von 
t^ und einer Logarithmenpotenz in dem Integrale y^ von V^(^y^ ^=-0 und jeder 
Differential quotient dieses Factors nach dem Verfahren Abh. Bd. 96 No. 18 in 
einem Kreisringe um den Punkt ^ = als Mittelpunkt in dem Bezirke dieses 
Punktes bei r„{y^ S) = und ^A^y^ S) = mit vorgeschriebener Annäherung 
durch einen ganzen rationalen Ausdruck von ^ und ^"* mit Coefficienten, 
die sich rational aus gegebenen Constanten zusammensetzen, bezüglich dessen 
Differentialquotienten ausgedrückt. Dadurch gelangt man in einem solchen 
Kreisringe zur Berechnung der Determinante (16.) mit vorgeschriebener 
Annäherung. Auf diese Weise ist eine der nicht identisch verschwindenden 
(^— l)-reihigen Determinanten aus der Matrix (14.) zu ermitteln, bezüglich 
ein Punkt zu bestimmen, in welchem dieselbe von Null verschieden ist. 
Alsdann können in derselben Weise die Werthe der Constanten C (10.) mit 
vorgeschriebener Annäherung berechnet werden. 

In dem betrachteten Integral Y von r„^ (y, ^) = mit einfachem 
Gruppenexponenten kommt (vgl. (5.)) kein Logarithmus vor. Daher sind 
nach geschehener Berechnung der Constanten C^ bis Cx die in den Aus- 
drücken der Integrale y, bis y^ (9.) von ^^(y, ^) = thatsächlich oder 
formell enthaltenen logarithraischen Glieder aus dem Ausdruck (9.) weg- 
zulassen. 

Wenn alle Gruppenexponenten von J'„,(y, ^) = bei ^ = einfach 
sind, und wenn dasselbe in Bezug auf die /'^ {y, t) = entsprechende 
Differentialgleichung /'„', = bei jedem anderen Complex bei x = a zu- 
sammenhängender Combinationen der Zweige von «/, t?, ir stattfindet, so 
kommt wenn wieder x eingeführt wird, in keinem Integrale der Connex- 
differentialgleichung ^^N^y^ o?) = bei x = a ein Logarithmus vor. Alsdann 
sind auch die in den Ausdrücken der Integrale von Vy(yy ^) = formell ent- 
haltenen logarithmischen Glieder wegzustreichen. 

III. Der Gruppenexponent p eines Integrales von l]„{y,t) = bei 
^ = soll in mehreren linearunabhängigen Integralen von l'„,(y,^) = bei 
^ = vorkommen — mehrfacher Gruppenexponent, p sei ein «-facher 
Gruppenexponent, £> 1. Die Integrale von V^v(yj ^) = mit dem Gruppen- 
exponenten Q seien (ohne besondere Reihenfolge) yi, yo bis yx. Die Integrale 
von r^(t/, ?) = mit dem Gruppenexponenten p werden linear und homogen 
mit Constanten Coefficienten durch y, bis yx ausgedrückt. Unter diesen 
Ausdrücken sei ein Integral von 1],, = 0, welches y^ mit nicht verschwindendem 
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Coefficienten enthält. Dann lassen sich neben diesem Integral noch 
£— 1 andere Integrale von /'^ =0 mit dem Gruppenexponenten p herstellen, 
in deren Ausdrücken y^ nicht vorkommt. Indem man so weiter verfahrt, 
ergiebt sich, dass es « Integrale von 1]^ = mit dem Gruppenexponenten 
p giebt, deren Ausdrücke sind 



(18.) 






Es ist also die Gleichung 

(19.) r^(y.t) + Ci%nye,ut)+-+Ci''ny,,t) = O Ca^i....e) 

erfüllt. Ein Integral 

(20.) ^..i-,y.+i + ^f4-iy.+2+ - +'^iyi 

mit Constanten x, die nicht alle verschwinden, besteht nicht, weil dieses 
von den Integralen (18.) linearunabhängig wäre. Also besteht auch eine 
Gleichung 

(21.) ;^.M^:n(y..i,?)+^.../:(y...,S) + -+^;7Uy^^) = 0, 

in welcher die Constanten x nicht alle verschwinden, nicht. Die l—e 
Functionen 

(22.) DXye.r. s), i\(y.-.^. D^ • . ., i\Xy. 'Q 

sind linearunabhängig, mithin verschwindet ihre Differentialdeterminante 
nicht identisch. Und umgekehrt, wenn letzteres der Fall ist, daher eine 
Gleichung (21.) nicht besteht, so ist ein Integral (20.) von r„,(y, ^) = 
nicht vorhanden. Da nun e Integrale von r„, = mit dem Gruppen- 
exponenten p existiren, so muss es auch e solche Integrale der Form (18.) 
geben, es muss also die Gleichung (19.) bestehen. 

Diese Gleichung wird (X—e—iymal diffcrenliirl; so erhält man im 
ganzen ein System von k—e linearen Gleichungen mit nicht identisch ver- 
schwindender Determinante zur Bestimmung der /.— « Constanten C^^^ bis C[^^ 
und damit für a = 1, . . ., « die e Integrale (18.). 
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Die 


Matrix 




n 








r„.(t,,,^) 




i\(y2,'Q 


• 


•• i\Xyx,^ 




dr,..(y„o 




dr„Xy„0 




dr„(yi,0 


3.) 


d^ 

• 




d; 

• 




dC 




d'-'-'r„.(y, 





dl'-'-' 


0, 





ergiebt demnach dadurch, dass e Verticalzeilen weggestrichen werden, 
wenigstens eine Determinante, die nicht identisch verschwindet, und zwar 
hat jede Determinante diese Eigenschaft, welche durch Wegstreichen von 
solchen e Verticalzeilen entsteht, in denen die bezüglichen y in einem 
Systeme von e Integralen von /'^ --= mit dem Gruppenexponenten p von 
der Form (18.) zu Anfang stehen. Die weitere Behandlung ist dann 
wie in HC. 

IV. In den normalen Elementardifferentialausdrilcken des Systems 
(2.) für i«(y, t) sind determinirender Factor und zugehöriger Gruppen- 
exponent bekannt. Nach Satz No. 5 III A kommen in einem Systeme 
normaler Elementardifferentialausdrücke für W^(y^^) solche Bestandtheile 
vor, welche denen in dem Systeme für /'«(y, ^) ähnlich sind. Wenn sich 
solche Elementardifferentialausdrücke nur unter den M ersten Bestandtheilen 
des Systems für ?Pa(j^, t) finden, deren System durch Sj^(y, bezeichnet 
werde, so ergiebt das Verfahren, welches zu dem Satze No. 5 III A führte, 
dass die Integrale von r,Xy^ ?) = die Differentialgleichung S^(ji^ ^) = 
erfüllen. Dann brauchen in II (14.) und III (23.) auch nur die Integrale 
aus Sjy = mit dem Gruppenexponenten p aufgenommen zu werden. 

V. Ein Gruppenexponent q von Integralen der Differentialgleichung 
/',rt(y, ^ = bei ^ = soll nur in denjenigen normalen Elementarintegralen 
M^ der Ausdrücke No. 4 (10.) der Integrale von ?P^(y, ^ = vorkommen, 
deren entsprechende Grössen ^^ No. 4 (2.) aus den Integralen der Differential- 
gleichung hervorgegangen sind, in welcher der erste canonische Bestand- 
theil von *jv(y, x) (No. 1 (4.)) gleich Null gesetzt ist In dem Falle IV 
tritt dabei S j, = an Stelle von ¥^^ = 0. 

Die Integrale von r,„(y, S) = bei ^ = mit dem Gruppenexponenten 
p erfüllen dann die Differentialgleichung F(i)(y, x) = 0, in welcher x—a^^X/^ 
gesetzt ist, wo F(i)(y, x) der erste canonische Bestandtheil ist. Die Integrale 
von F(i)(y, a;) = sind aber durch die Integrale der Hauptunterdifferential- 
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gleichungen von F(i) = ausdrückbar. Daber sind die Integrale mit dem 
Gruppenexponenten p von r^{y^ ^ = bei ^ = darstellbar durch homogene 
lineare Verbindungen mit constanten Coefficienten von normalen Inte- 
gralen der Hauptunterdiiferentialgleichuugeu für x—a = ^^. Ein normales 
Integral hat den Ausdruck e^'y; ir in dem determinirenden Factor e*^ ist 

n 

gleich Null oder von der Form 2^c_a^"*, y hat den Ausdruck eines regulären 

Integrales (Abb. Bd. 115, S. 145). Wenn eine homogene lineare Verbin- 
dung solcher Functionen mit dem Gruppenexponenten q die Differential- 
gleichung r^Xy^ Ö = erfüllt, 80 ist die Summe derjenigen Ausdrücke, 
welche denselben determinirenden Factor enthalten, für sich Integral von 
^m(y^ D = 0, also ein normales Integral (1. c. S. 146). Falls der Gruppen- 
exponent p in c linearunabhängigen Integralen von -r«(y, = vorkommt, 
müssen daher in den genannten e linearen Verbindungen c linearunabhängige 
normale Integrale von r„(y^ = mit dem Gruppenexponenten q vorkommen. 

Nachdem unter der geraachten Voraussetzung bei einem «-fachen 
Gruppenexponenten von r„,(y, = die Existenz dieser e linearunabhängigen 
normalen Integrale von r„,(y^ = nachgewiesen ist, werden dieselben 
direct aus r„Xy^ = bestimmt. 

Ein normales Integral von F,^ = mit dem Gruppenexponenten g 
hat zum determinirenden Factor einen fundamentalen determinirenden Factor 
von r^ = 0, dessen Exponentengleichung unter ihren Wurzeln den Gruppen- 
exponenten p (abgesehen von einer zu addirenden ganzen Zahl) enthält 
(vergl. I). Ein solcher fundamentaler determinirender Factor e"^ sei heraus- 
genommen. Die zugehörige Exponentengleichung von ^"'"''/'^(«"''y? = 
enthalte x Wurzeln, die sich von p nur um ganze Zahlen unterscheiden ; 
so müssen unter jenen e normalen Integralen von F^ = mit dem Gruppen- 
exponenten p sc mit dem determinirenden Factor e"^' sein. (Es kann deren 
nicht mehr geben, weil e~'^'/'«(e""y, = nicht mehr als x reguläre Inte- 
grale mit dem Gruppenexponenten q enthalten kann, und daher auch nicht 
weniger, weil man sonst nicht die Anzahl s normaler Integrale mit dem 
Gruppenexponenten p erreicht). Wenn aber eine homogene lineare 
Differentialgleichung /*(y, = mit in der Umgebung von ^ = 0, abgesehen 
von diesem Punkte, einwerthigen und stetigen Coefficienten, die für S = 
in endlicher Ordnung unendlich werden, und dem Coefficienten der höchsten 
Ableitung gleich 1, so viele linearunabhängige reguläre Integrale mit 

4* 
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einem Grnppenexponenten p hat, als die Exponentengleichung Wurzeln be- 
sitzt, die sich von q nur um ganze Zahlen unterscheiden, so lassen sich 
diese Integrale aus f(y, S) = vollständig bestimmen. 

Die Gesammtanzahl dieser Wurzeln sei x. Ueber deren Reihenfolge 
wird zunächst nichts bestimmt, dieselben seien durch r^ bis r, bezeichnet. 
Dann giebt es (vgl. Abb. Bd. 96, No. 1) ;? Integrale der Differential- 
gleichung /(y, t) = der Form 

(24-.) f?„ f>,fv,d^, -v/dtv/'-ß^dt, 



r -r -1 



WO die / von der Form Ci,(l+J;ca^^) sind. Aus den Ausdrücken (24.) 

der X Integrale folgt, dass dieselben einer homogenen linearen Differential- 
gleichung ;f-ter Ordnung genügen, die bei ^ = den charakteristischen 
Index gleich Null hat und deren Exponentengleichung wieder die Wurzeln 
fi bis r^ besitzt (Abb. Bd. 75, No. 5 (2.) und S. 274). Und nun folgt aus 
letzterer Differentialgleichung, dass auch Integrale derselben unter der Form 
(24.) bestehen, wenn die x Wurzeln r^ bis r, so geordnet sind, dass der 
reelle Theil der vorhergehenden nicht kleiner als der der folgenden ist, 
und dieselben in dieser Anordnung wieder durch r^ bis r» bezeichnet werden. 
Alsdann aber sind in den Entwickelungen der / die Coefficienten c^(a> 1) 
eindeutig aus der ursprünglichen Differentialgleichung /(y, S) = bestimmt, 
die Cu sind willkürlich (vgl. Abb. Bd. 115, S. 147). 

Damit sind die dem £-facheu Gruppenexponenten p entsprechenden 
c normalen Integrale von /"„.(j^, ^) = ermittelt. 

Ein solches normales Integral wird nun durch die Integrale mit 
demselben Gruppenexponenten derjenigen Hauptunterdifferentialgleichungen 
von F(,)(y, o:) = 0, x—a = t^^ linear und homogen mit constanten Coefficienten 
ausgedrückt, die bei ^ = denselben determinirenden Factor enthalten. 
Nachdem in einer solchen Gleichung durch den determinirenden Factor 
dividirt ist, erhält man durch Differentiation der Gleichung ein System 
linearer Gleichungen zur Bestimmung der Constanten. Die Differential- 
determinante ändert sich beim Umgange um ^ = um einen constanten 
Factor, die Determinante der Substitutionsconstanten; daher fallen die Loga- 
rithmen aus derselben aus. In den Ausdrücken der Constanten ist der 
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üebergang auf ^ = zu vollziehen, wodurch dieselben rationale Ausdrucke 
gegebener Constanten werden. 

7. 

I)iscussion der ermittelten Integrale der homogenen linearen Differentialgleichung mit mehrwerthigen 

algebraischen Coefficienten. 

Die Differentialgleichung No. 1 (1.) 
(1.) F,,(y, !/,<?,«?, x) = 

wird mit Bezugnahme auf die allgemeinen in Abh. Bd. 115 No. 3 an- 
gestellten Untersuchungen hier weiter behandelt. 

Bei einem Complex von R bei dem singulären Punkte x = a zu- 
sammenhängenden Combinationen der Zweige von w, e^ w wird Differential- 
gleichung (1.) durch die Substitution x—a=^ l^^ in die Differentialgleichung 

(2.) G,Xy.n,v,fo,X>) ^0 

gemäss No. 4 (1.) übergeführt, die in No. 6 durch /«(y? S) = ^ bezeichnet 
worden ist. 

I. Die Integrale der Differentialgleichung i«(y, S) bei ^ = mit 
dem Gruppenexponenten p seien nach den in No. 6 gemachten An- 
gaben durch homogene lineare Verbindungen mit constanten Coefficienten 
von Integralen der Differentialgleichung ¥'jv(y, ^ = mit demselben Gruppen- 
exponenten dargestellt, welche. durch Substitution von a;— a = ^^ aus der 
Connexdifferentialgleichung von (1.) ^jv(y, x) = hervorgegangen ist. Die 
Anzahl der linearunabhängigen Integrale von r„,{y^ Q = mit dem Gruppen- 
exponenten p sei £. 

A. Wird in den Entwickelungen dieser « linearunabhängigen Inte- 

1 
grale von /*„,(y, S) = ^ = (x— a)^ gesetzt und nimmt man in den hieraus 
entstehenden Ausdrucken 0,1 bis Ä — 1 Umgänge um x = a vor, so erhält 
man (Abh. Bd. 1 15 No 3 I) R Systeme von b linearunabhängigen Integralen 
der Differentialgleichung (1.), welche den R Combinationen der Zweige 
von «, f)y w des Complexes zukommen. 

Es sei der Gruppenexponent Q = (fi+g^ wo pi ein einzelner Werth 
von p, g eine ganze Zahl. Jeder in dem Ausdruck eines Integrales von 
r^(y, ^) = vorkommende Factor einer Logarithmenpotenz von der Form 

^^'C-Z cX^+2: cX") zerfällt als Potenzreihe durch die Substitution ^==(x-aY 
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in eine Summe der Form 

(3.) (a:-ö)^(*(x-a) + *,(a:-a)(a;-a)'' + .-+*^_,(a:-a)(a?-a) ^ )i 

wo die Entwicklungen ^ Potenzreihen mit ganzzahligen Exponenten sind. 
Die Integrale der Differentialgleichung ^ir(y, S) = ^ waren durch Substitution 
von x—a = ^^ aus denen der Connexdifferentialgleichung *,v(y, x) = her- 

vorgegangen. Wird also ^ = (a?— ö)'^ gesetzt, so erhält man die Integrale 
von ^jv(y, 0?) = wieder. Jedes dieser Integrale enthält nur einen Gruppen- 
exponenten. Also ist vermittelst dieser Darstellung eon Integralen der 
Differentialgleichung (1.) durch homogene lineare Verbindungen mit constanten 
Coefßcienten von Integralen der Connexdifferentialgleichung ^^(y^ x) = die 
Zerfällung (3.) zugleich ausgedrückt. 

B. Die bei einem Integrale der Connexdifferentialgleichung mit einem 
beliebigen Gruppenexponenten a in einem Facto f^ (^— ö)*';f(a;--a) einer Loga- 
rithmenpotenz vorkommende Function /(i— «) bleibt in dem in Abh. Bd. 115, 
No. 3 III genannten beliebigen Kreise C in der einblättrigen x- Ebene , in dessen 
Inneren ausser x = a kein singulärer Punkt der Differentialgleichung (1.) liegt, 
abgesehen von x = a einwerthig und stetig. Dies folgt daraus, dass die Inte- 
grale der Differentialgleichung (1.) diejenigen der Connexdifferentialgleichung 
sind. Bei jedem Complex von R bei x = a zusammenhängenden Combi- 
nationen der Zweige von «i, t>, «? und der zugehörigen Differentialgleichung 
I^mdüt = bleibt in einem Factor 'Q'ipCQ einer Logarithmenpotenz in 
einem Integrale von /'„, = mit dem Gruppenexponenten r die Function y(0, 
abgesehen von ^ = 0, einwerthig und stetig in dem in Abh. Bd. 115 
No. 3 III durch Z bezeichneten einfach zusammenhängenden einblättrigen 
Gebiete von ^, wie dort gezeigt ist, wo Z dem Gebiete der Werthe x in 
dem Kreise C und in einer /J-blättrigen Windungsfläche um a: = a ver- 

möge ^ = (a;— a)'^ entspricht. y(0 hat in einem gewissen Kreise um ^ = 
als Mittelpunkt die Entwicklung nach Potenzen von Z mit ganzzahligen 



Ä-i 



Exponenten. Hieraus ergiebt sich durch ^ = (a; — a)'^: 

\_ 1 

wo die Functionen *, *i bis ^r_x in der Umgebung von a? = «, abgesehen 
von diesem Punkte, einwerthig und stetig sind. Die fi-Zweige von {x—aY 
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2ni 



(5.) 



gehen, indem c ^ = co gesetzt wird, aus einem derselben [{x—ay] als 
[(x'-ay]a}^ (W = 0, ..., R — 1) hervor, und man erhält aus (4.) 

+^,^,(x^a){[(x^ay] w^y'\R' = 0, ..., R-1). 

Durch Auflösen dieses Systemes von R linearen Gleichungen in Bezug 
auf *, *i bis ^Ä«i, wobei die Determinante des Gleichungssystems in dem 
zu betrachtenden Gebiete um a: = o nicht verschwindet, ergiebt sich, dass 
die in der Umgebung von a? = ö (abgesehen von diesem Punkte) ein- 
werthigen und stetigen Functionen *, *i bis */j«i diese Beschaffenheit in 
dem Kreise C behalten. Hieraus folgt (vgl. No. 6 I Schluss) für die Inte- 
grale der Connexdifferentialgleichung die aufgestellte Behauptung. 

C. Die Darstellung der Integrale der Connexdifferentialgleichung ver- 
mittelst bestimmter Integrale und ihre Entwickelung durch Potenzreihen 
geschieht nach Abb. Bd. 96 dritte Abtheilung. Dasselbe findet für die 
Integrale der Differentialgleichung V^y(y^ D = statt, gemäss No. 4 (10), 
No. 6 (7.). Die Darstellung dieser Integrale kommt bei den Untersuchungen 
in No. 6 II C, III und hier in D. vor. 

lieber das Vorkommen von Logarithmen in den Integralen der 
Connexdifferentialgleichung vgl. No. 6 II C. 

D. Der Umgang um a? = a in den in A. aufgestellten Ausdrücken 
der Integrale. — Was diesen Umgang angeht, so hat man nach Abh. 
Bd. 115 No. 3 II einen R-maligen Umgang um x = a in den von x—a 
abhängenden Ausdrücken der Integrale der Differentialgleichung (1.) oder 
einen einmaligen Umgang um ^ = in den von t abhängenden Ausdrücken 
der Integrale von /'^(y, ^) = vorzunehmen und das Resultat durch die 
ursprünglichen Integrale auszudrücken. In dem Falle No. 6 II kommt in 
dem betrachteten Integral Y von /^„^(y, ^) = kein Logarithmus vor. Bei 
dem Umgange um ^ = tritt daher, wenn der Gruppenexponent q war, 
der Factor c=*=2"'e zu dem ursprünglichen Integrale hinzu. In dem Falle 
No. 6 III kann man zu ermitteln versuchen, ob in den dort (No. 6 (18.)) 
eingehenden Integralen von V^(y^ t) = 0, bezüglich ^a (y» a?) = kein Loga- 
rithmus vorkommt (Abh. Bd. 96 No. 22). Dann tritt wie in dem vorigen 
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Falle der Factor e^'^'''^ zu dem ursprünglicben Integral hinzu. Sonst ist 
einerseits das Resultat des Umganges zu bilden, indem log ^±2ni für 
log^ in den Ausdrücken der Integrale (bei e^^''^^ log^) gesetzt wird. 
Andererseits ist dieses Resultat linear und homogen mit constanten Coefß- 
cienten durch die ursprünglichen Integrale von r„^ = mit dem Gruppen- 
exponenten p (No. 6 (18.)) auszudrücken. Da diese Integrale linear- 
unabhängig sind, so ist ihre Differentialdeterminante nicht identisch Null. 
Die Bestimmung der Constanten geschieht dann aus dem durch Differen- 
tiation hervorgehenden Systeme linearer Gleichungen entsprechend dem 
Verfahren in No. 6 It C. 

IL Die Integrale der Differentialgleichung 7'^,(y, ^) = bei ^ = 
mit dem Gruppenexponenten q sind, wenn die in No. 6 V gemachte Vor- 
aussetzung zutrifft, als normale Integrale direct aus l\(y^l^ = bestimmt. 
Jedes dieser Integrale ist linear und homogen mit constanten Coefßcienten 
durch die Integrale mit demselben Gruppenexponenten derjenigen Haupt- 
unterdifferentialgleichungen von F(i)(y, x) = 0, 0?— a = S'*, dargestellt, welche 
denselben determinirenden Factor bei S = enthalten; woF^,)(y, rr) der 
erste canonische Bestandtheil in der canonischen Form des Differentialaus- 

druckes in der Connexdifferentialgleichung ist. Wird 'Q = (o;— a)'* gesetzt, 
so erhält man die Integrale dieser Hauptunterdifferentialgleichungen wieder 
und damit die in I A angegebene Zerfällung ausgedrückt. 

Die Integrale dieser Hauptunterdifferentialgleichungen von F(,)(y, o?) = 
sind Integrale der Connexdifferentialgleichung. Es gilt daher in Betreff 
derselben das in I B Bemerkte. Jedes solches Integral besteht aus dem 
Product des determinirenden Factors in der Hauptunterdifferentialgleichung 
und dem Integrale einer regulären Differentialgleichung. Letzteres Integral 
muss daher auch die in I B angegebene Eigenschaft haben. 

Der Umgang in den normalen Integralen um ^ = wird an den 
Ausdrücken der regulären Theile in derselben No. 6 (24.) vollzogen gemäss 
Abh. Bd. 96 No. 19 (2.). 

Hierher gehört der in No. 2 angegebene, in Abh. Bd. 115 No. 9 
behandelte Fall, wo der Differentialausdruck der Connexdifferentialgleichung 
in der canonischen Form einen einzigen canonischen Bestandtheil enthält 
Die frühere Behandlung ist hier vervollständigt durch Darstellung der Inte- 
grale vermittelst der Integrale der Connexdifferentialgleichung und den 



Tkom6, über lineare Differentialgleichungen mit mehrwerthigen algebr. Coefficienten, 33 

Nachweis, dass jedes der letzteren Integrale die in I. B angegebene Eigen- 
schaft besitzt. 

IIL Die Differentialdeterminante der Integrale von r^ (y, S) = 0. — 

Der Coefficient ~^, in F^iy.t) sei P,. P, ist von der Form -^|^-, 

H und K ganze rationale Ausdrücke der eingehenden Variablen, Ä'(O) von 
Null verschieden. Aus der Darstellung von /«(y, durch ein System 
normaler Elementardifferentialausdrücke geht nach No. 6 I in Bezug auf 
den Ausdruck Pi dieses hervor. Jeder fundamentale determinirende Factor 
e"" von /'^(y, ^) werde so oft als Factor aufgenommen, als die Anzahl der 
Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichung beträgt, und das Product 

m 

e^ gebildet. Ferner werde die Summe aller Wurzeln der Exponenten- 
gleichungen durch l bezeichnet. Dann ist 

(6.) P, = L_.__*+i + p(^, 

wo g eine ganze Zahl, P(t) von der Form J;c^,^\ Die Function F(^) hat 

einen Ausdruck der Form -^^^^ ? ^ ^i" ganzer rationaler Ausdruck 

der eingehenden Variablen; u\v\w\ sind algebraische Functionen, die 

hervorgehen indem n = ^CaS"+£'^^«*' gesetzt wird, ebenso bei v und ir. 

Dieselben bleiben in dem in Abh. Bd. 115 No. 3 III durch Z bezeichneten, 
in I. B genannten, einfach zusammenhängenden einblättrigen Gebiete von ^, 
welches den Punkt ^ = im Innern enthält, einwerthig und stetig. K{^ 
ist innerhalb dieses Gebietes in keinem Punkte gleich Null (vgl. 1. c). 

Aus (6.) ergiebt sich für die Differentialdeterrainante der Ausdruck 

c 

(7.) e-M = e' ""t'-^^ce^ 

wo c ein constanter Factor. Dieser constante Factor ist direct durch den 
Werth der Differentialdeterminante in einem Punkt t niit vorgeschriebener 
Annäherung zu bestimmen nach No. 6 II C. Wenn der in II besprochene 
Fall bei allen Integralen der Differentialgleichung /«(y, ^) eintritt, so ergiebt 
sich der constante Factor c durch U ebergang auf £ = als rationaler Aus- 
druck gegebener Constanten. 
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Die Differentialdeterminante der entsprechenden Integrale von (1.) 
geht aus (7.) durch Substilu3ti\)n''wn i^'=(x—ay und Multiplication mit 



\dx) 



m(m-Hl) 



[^) ' hervor (vgl. Abh. Bd. 115, S. 127). 

IV. Die Fortsetzung der Integrale der Diflferentialgleiehung (1.) wird 
unter Zugrundelegung der in Abh. Bd. 115 No. 3 III gemachten Angaben 
vermittelst einer linearen Substitution für x = f(ß) vollzogen. Die Ein- 
führung dieser linearen Substitution geschieht hier unmittelbar an den Inte- 
gralen der Connexdifferentialgleichung, wobei die in I. B. nachgewiesene 
Eigenschaft derselben zur Anwendung kommt. Das Verfahren hierzu ist 
in Abh. Bd. 96 No. 20 I B. angegeben. Die Fortsetzung der algebraischen 
Functionen u, v, w geschieht nach Abh. Bd. 104, No. 9. 

Die Constanten in den Substitutionen bei der Fortsetzung sind mit 
vorgeschriebener Annäherung zu berechnen. Hierzu ist die Werthberech- 
nung der Integrale der ConnexdiflFerentialgleichung und ihrer Ableitungen, 
die bei einem singulären Punkte der Differentialgleichung (1.) entwickelt 
sind, in einem nicht singulären Punkte erforderlich; bezüglich die der 
Integrale der DiflFerentialgleichung y^(y,'^ = (vgl. No. 6 HC), durch 

^ = (a?— o)^ erfolgt aus letzteren diejenige der von x abhängenden Inte- 
grale. Diese Werthberechnung geschieht nach Abh. Bd. 96 No. 18. Ferner 
ist die Werthberechnung der bei einem nicht singulären Punkte entwickelten 
Integrale der DiflFerentialgleichung (1.) im Bezirke dieses Punktes erforderlich. 
Dieselbe erfolgt nach Abh. Bd. 96 No. 18 (6.) etc., indem für die dortige 
DiflFerentialgleichung (6.) mit bei x = a einwerthigen Coefficienten das 
angegebene Verfahren gilt, da ein Werth für die dortige Grösse Ifo sich 
hier unmittelbar aus den Coefficienten der DiflFerentialgleichung ergiebt. 

Damit ist gemäss den allgemeinen Betrachtungen in Abh. Bd. 115 
erste Abtheilung die Integration der homogenen DiflFerentialgleichung (1.) 
erzielt. 

8. 

Die nicht homogene lineare Differentialgleichung mit mehrwerthigen algebraischen Coefficienten. 

Die vorgelegte DiflFerentialgleichung sei 
(10 Fm(y,^,f>,^,^) = q, 

wo F,„ der homogene lineare DiflFerentialausdruck No. 1 (1.) ist, bei welchem 
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schieden ist. Die Grösse L^ hat den Ausdruck von der Form eines Integrales, 
in welchem ein und derselbe Gruppenexponent t^ (No. 6 I) vorkommt Wenn 

m 

der Gruppenexponent in Y^ durch q^ bezeichnet wird, so ist t^ = -2'p,— p^. 

Die Factoren der Logarithmenpotenzen in Lr sind von der Form t^^ n^ wo i? 
in dem genannten Gebiete Z abgesehen von ^ = einwerthig und stetig ist 
(No. 7 I B.). Die Grösse q^, ist ebenso beschaflFen, wie die L in einem Ge- 
biete Z', welches wie Z in No. 7 I B. festgestellt wird, indem jetzt der dort 
genannte Kreis C ausser x = a keinen singulären Punkt der nichthomogenen 
Differentialgleichung (1.) im Innern enthalten soll; Z' ist in Z enthalten. 

Der Gruppenexponent in q;, sei a, der Gruppenexponent in ~ y^tJ ^* ^** 

alsdann o—q^ = z. Bei Herstellung der Entwickelung des Ausdruckes 

fwf(^fy) ^arf^i in welcher Entwickelung das constante Glied annullirt 

wird, (Abb. Bd. 96 No. 13 (11.) (12)), kommen mit Logarithmenpotenzen 

multiplicirt vor Integrale der Art jQ^xCQdl^^ wo x{t)^ abgesehen von 

^ = 0, in dem Gebiete Z' einwerthig und stetig bleibt, das constante Glied 
in der Entwickelung zu annulliren ist. Wenn x nicht ganzzahlig ist, so 
wird dieses Integral ^*'^*t//(^, wo i//(^ in dem Gebiete Z\ abgesehen von 
^ == 0, einwerthig und stetig. Ist x ganzzahlig und aus der Entwickelung 
von S'/(C) das Glied, welches f^ enthält, herausgenommen, der übrige 

Theil durch ip{t) bezeichnet, so ist f\f'(Od^ in dem Gebiete Z' abgesehen 
von ^ = einwerthig und stetig. 

Das Integral y« (3.) erhält daher eine der Formen 

WO a der Gruppenexponent aus q^^ die Functionen cp in dem Gebiete Z\ ab- 
gesehen von £ = 0, einwerthig und stelig sind. 

B.) Diese Functionen cp sind vermittelst bestimmter Integrale (Abb. 
Bd. 96 No. 16) darzustellen. 

Die in L^ nach No. 6 vorkommenden Differentialquotienten von Inte- 
gralen der DiflFerentialgleichung ^^(y,S) = werden an den Ausdrücken 
dieser Integrale durch Systeme normaler Elementarintegrale No. 6 (7) ge- 
bildet, wodurch man wieder auf eine Summe von solchen Systemen kommt. 
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Jedes solche System wird (s. 1. c.) durch eine Summe von bestimmten Inte- 
gralen ausgedrückt. In einem Producte von bestimmten Integralen werden, 
indem in jedem Factor die Integrationsvariablen anders bezeichnet werden, 
alle unter den Integrationszeichen vorkommenden Grössen unter die Ge- 
sammtheit der Integralzeichen gestellt. Eine Integralfunction wird dann 
wieder in der 1. c. angegebenen Weise vermittelst bestimmter Integrale 
ausgedrückt. Auf diese Weise ergiebt sich nach Abh. Bd. 96 No. 16 die 
Darstellung der Functionen q) durch bestimmte Integrale. 

Aus dieser Darstellung erfolgt die Entwickelung dieser Functionen 
nach Potenzen von ^ nach Abh. Bd. 96 No. 17. Eine Recursionsformel für 
die Coefficienten in dieser Entwickelung mit constanter Anzahl der Glieder 
ergiebt sich gemäss den Angaben Abh. Bd. 115, S. 137, 138. 

C.) Der Umgang in dem Integrale y« (3.) um ^ = wird in folgender 
Weise ausgedrückt. Bei dem einmaligen Umgange um ^ = geht q^ 
über in 

(6.) q'a = *i^i + *2^2 + • • • + ksqs, 

wo die Grössen ^»(c^ = l»«-? *) linearunabhängige Ausdrücke mit einem und 
demselben Gruppenexponenten sind, die k gegebene Constanten. Der Grösse 
^a(a = 1, ...,») in (2.) entspricht das Integral y^(a = 1, . . ., «) (3.). Daher geht 
das Integral y^ (3.) durch denselben Umgang in 

(7.) y« = &i yi + &7 ^2 + • • • + *, Vs + «^a 

über, wo co^^ eine homogene lineare Verbindung mit constanten Coefficienten 
der Integrale Ki, 1^2 bis Y„, der Differentialgleichung r„^(y,^) — ist. Die 
Constanten in cü„ werden nun in folgender Weise bestimmt. Durch den- 
selben Umgang um ^ = geht Y[^ in Y^ über, wo 

(8.) n = e,,y. + c,,y,+... + c,^r„, 

die c Constanten, die nach No. 7 I. D; II bestimmt werden. Lr gehe in L[ 
über, wo Lr aus (4.) entsteht, wenn Y durch Y' ersetzt wird. Die Differential- 
determinante D gehe in D' über; wird die Determinante der c(a = 1, . . ., m) in (8.) 

durch A bezeichnet, so ist D'=AZ). Das Integral /-^(^) ^n d^, in dessen 

Entwickelung das constante Glied annullirt ist, geht über in 

wo in der Entwickelung des in (9.) vorkommenden Integrales das constante 
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Glied aunallirt ist, Kr das constante Glied in dem Resultate des Umganges 

in der Entwickelung von y ^(^)™qrflrf^ ist. iT^ wird bestimmt vermittelst 

einer Summe von bestimmten Integralen (vgl. B). Ist der Gruppenexponent 
in dieser Entwickelang nicht ganzzahlig, so ist Kr =» 0. Nun besteht die 
Gleichung 

WO in der Entwickelung jedes Integrales das constante Glied annullirt ist 
Denn wird in (10.) für T^(a = 1, . . ., w) der Ausdruck (8.) gesetzt, so ergiebt 
sich jedes Yr multiplicirt mit einem Integral, bei welchem unter dem Integral- 
zeichen der Ausdruck 

(11.) ic,X+<h^li + - + c„rLi)^{^Jg: 

steht. Die Grösse in der Klammer in (11.) ist 

Y[ Yi ••• n 

dYi dYi dYL 



(12.) 



dt, df 



dC 



d— «rj d"-»ri <^-»Y: 



and diese Determinante wird durch Einsetzen der Ausdrucke (8.) gleich 
dem Prodacte der Determinante & der c(a = 1, . . ., m) in (8.) and der Determinante 

dr. dYr-i dYr dYr-,.1 dr„. 

dC 



(13.) 



dC 



dYr 

dl 



'r+1 

df 



dm-1Y^ d'-Tr-i d"-»rr d" 



'r+I 







dC— * 




dC—» 
1 



df-^ 




dC 



d-^ 
■ dC"'-^' 





welche gleich L, ist. Also ist die Grösse (11.) gleich k^(-^) q^ Wird 

nan in (10.) für q'^ der Aasdrack (6.) eingesetzt, so ergiebt sich aas (7.), 
(9.) and (10.) für to. (7.) der Ausdruck 

(14.) a;. = ir,y;+/f,y;4-..+if„C 
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WO die Constanteu K aas (9.) hervorgehen, hier sind fttr die Y' die Aas- 
drttcke (8.) einzusetzen. 

IIL Nachdem ein Integral der DiflFerentialgleichung (2.) ermittelt ist, 
wird in der Entwickelang (I, II B) des von ^ abhängenden Integrales, 

welches von der Form (5.) ist, ^= (x — ay gesetzt, wodurch die Factoren 
der Logarithmenpotenzen in einen Ausdruck wie No. 7 (3.) zerfallen. Die 
eingehenden Reihen der Potenzen von x—a mit ganzzahligen Exponenten 
eonvergiren in dem Bezirke von a bei der Differentialgleichung (1.) (die 
mit negativen Exponenten abgesehen von x = a). 

Mittelst der Integrale ^«(a = 1,...,«) der Differentialgleichung (2.) für 

a=l,...,«, die in IL C. genannt sind, wird, nachdem ^ = (x—o)* gesetzt ist, 
nach den Angaben in Abh. Bd. 115 No. 4 das Integral der Differential- 
gleichung (1.) für den Complex der /2 bei x =^a zusammenhängenden Com- 
binationen der Zweige von u, e, w bei einer und derselben Function y« 
hergestellt. Der Umgang in diesem Integrale um o; = a erfolgt nach den 
dortigen Angaben unter Zugrundelegung des Umganges um ^ = 0(1, HC). 

Die Fortsetzung des Integrales der Differentialgleichung (1.) wird 
gemäss Abh. Bd. 115 No. 3, 4 vermittelst einer linearen Substitution fttr x 
X =^ f(ß) bewerkstelligt. Diese Substitution wird bei den von ^ ab- 
hängenden bestimmten Integralen fttr die Functionen tp (II B) vorgenommenen 
(vgl. Abh. Bd. 115 No. 7 III). Es kommt dabei für die Entwickelung die 
in IIA nachgewiesene Eigenschaft dieser Functionen in Betracht. Für die 
Coefficienten in den Entwickelungen erhält man eine Recursionsformel mit 
constanter Anzahl der Glieder wie in IL B. 

Die Werthberechnung der Constanten in den Substitutionen mit vor- 
geschriebener Annäherung geschieht entsprechend den Angaben in No. 7 IV. 
Das hierzu eintretende Verfahren bei dem Uebergange von einem nicht 
singulären Punkte zu einem anderen solchen bei der nicht homogenen 
linearen Differentialgleichung ist in Abh. Bd. 107 No. 4 auseinandergesetzt. 

Die in den allgemeinen Betrachtungen in Abh. Bd. 115 erste Ab- 
theilung fttr die Integration der nicht homogenen Differentialgleichung (1.) 
gemachten Anforderungen sind damit erfüllt. 



40 



Ueber die Anzahl der Idealklassen in reinen 
kubischen Zahlkörpern. 

Von H. Dedekind in Braunschweig. 



Die vorliegende Abhandlung ist im Laufe des Winters 1897/98 durcl 
Umarbeitung eines aus dem Jahre 1871 oder 1872 stammenden Entwurfei 
entstanden; ihr Hauptergebniss habe ich (Februar 1873) in meiner Anzeige* 
der Vorlesungen Über die Kreistheilung von P. Bachmann bei Besprechun| 
des kubischen Reciprocitätsgesetzes mit den folgenden Worten kurz an 
gedeutet: „Bedeutet k eine ganze rationale Zahl, deren Kubikwurzel irrationa 
ist, so entspringt aus der Gleichung x^ = k ein reiner kubischer Körper, dessei 
Grundzahl die Form D = —Sg^ hat, wo g eine aus k leicht abzuleitend« 
ganze Zahl ist. Fragt man nun nach allen in k nicht aufgehenden Prim 
zahlen p von der Form 3«H-1, von welchen die gegebene Zahl /r kubische 
Rest ist, so gelangt man mit Hülfe des Reciprocitätssatzes zu folgenden 
interessanten Resultat, welches im Wesentlichen schon Gauss bekannt ge 
wesen ist (und sich auf beliebige kubische Körper ausdehnen lässt): Dh 
sämmtlichen nicht äquivalenten, ursprünglichen positiven quadratische! 
Formen ax^+bxy+cy^^ in welchen b^—4cac = D, zerfallen in drei Ab 
theilungen von gleich vielen Individuen, deren erste eine Gruppe bildet 
durch deren Formen alle und nur solche Primzahlen p dargestellt werden 
von welchen k kubischer Rest ist. Mit Hülfe desselben wird die Be 
Stimmung der Anzahl der Idealklassen des kubischen Körpers auf einei 
bekannten Theil der Theorie der Thetafunctionen zurückgeführt.'^ Zur Ver 
gleichung bemerke ich, dass die hier gebrauchten Zeichen k^ x, g in dei 
folgenden Abhandlung resp. durch ö, 0, k ersetzt sind; der Satz über die 
für den kubischen Körper charakteristische Drittelung der Gruppe dei 
quadratischen Formen von der Discriminante D findet sich in § 11. Die 



*) Schlömilchs Zeitschrift für Mathematik und Physik, Jahrgang 18; 1873. Literatur 
Zeitung S. 22, 43. 
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eingeklammerten Worte, welche sich auf die Ausdehnung dieses Satzes auf 
alle kubischen Körper beziehen, habe ich damals, weil ich im Besitze des 
Beweises zu sein glaubte, dem Manuscripte der Anzeige gleich nachgeschickt, 
ihre Einfügung an der bezeichneten Stelle ist aber über dem grossen 
Leipziger Setzerstrike versäumt, und sie sind erst im folgenden Hefte der 
Literaturzeitung (S. 43) abgedruckt. Durch Ueberhäufung mit Amtsgeschäften 
wurde ich in jener Zeit für mehrere Jahre an jeder wissenschaftlichen 
Thätigkeit gehindert, und erst später habe ich erkannt, dass die mir zu 
Gebote stehenden Mittel zum Beweise der AllgemeingUltigkeit des Satzes 
nicht ausreichten. Seitdem bin ich nur vorübergehend und ohne den ge- 
wünschten Erfolg zu dieser Untersuchung zurückgekehrt; doch zweifle ich 
auch heute nicht an der Wahrheit des Satzes, den ich in allen Beispielen 
bestätigt gefunden habe, und ich glaube auch, dass für Körper von negativer 
Grundzahl die jetzt mehr ausgebildete Theorie der complexen Multiplication 
der elliptischen Functionen zum Beweise wohl ausreichen wird; vielleicht 
wird, wenn dies gelingt, hierdurch auch ein Weg zur Lösung des grossen 
Räthsels gebahnt, welche algebraische Zahlkörper den Klassen der binären 
quadratischen Formen (oder Moduln) von positiver Discriminante entsprechen. 
Meine bisherigen, auf diese Fragen bezüglichen Versuche gedenke ich in 
einer Abhandlung über die Invarianten beliebiger kubischer Körper mit- 
zutheilen. Die gegenwärtige Abhandlung, welche sich ausschliesslich mit 
den reinen kubischen Körpern beschäftigt, verfolgt lediglich das in der oben 
erwähnten Anzeige vom Jahre 1873 angedeutete Ziel und endigt mit der 
Einmündung der Untersuchung in die Theorie der complexen Multiplication. 
Ich erwähne schliesslich, dass die Theorie der reinen kubischen Körper 
meines Wissens bisher nur von A. Marko ff" behandelt ist; seine Abhandlung*) 
„Sur les nombres entiers d^pendants d'une racine cubique d'un nombre entier 
ordinaire" beschränkt sich im Wesentlichen auf die (von mir in §§ 1 — 5 
behandelte) Bestimmung der in dem Körper vorhandenen Ideale, wobei die 
Auffassung von Zololareff zu Grunde gelegt ist; ausserdem giebt sie am 
Schlüsse eine sehr werthvoUe Tabelle von Einheiten (vergl. unten § 13). 



*) Memoires de TAcademie imperiale des sciences de St.-Petersbourg, VII* serie, 
tome 38. 
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§ 1. 

Reine kubische Zahlkörper. 

Ist die rationale Zahl d nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl, 

so sind die drei Kubikwurzeln = Vß irrational, und es kann auch keine 
von ihnen die Wurzel einer quadratischen Gleichung 0^+m0 + fi = O mit 
rationalen Coefficienten m, « sein; multiplicirt man nämlich mit 0, so würde 
hieraus (n— m^)0 + (ö— mn) = 0, also, weil irrational ist, n = m^ und 
d = mn=^m^ folgen, was im Widerspruch mit unserer Annahme über d 
steht. Mithin ist jede der drei Wurzeln eine algebraische Zahl dritten 
Grades (vergl. § 167. S. 492 der vierten Auflage von Dirichlet^ Zahlentheorie, 
die ich mit D. citiren werde). Im Folgenden bezeichnen wir mit die reelle 
Kubikwurzel aus ö, mit 0\ 0" die beiden imaginären Wurzeln 

& = Op, 0" = 0Q^ 
wo Q eine imaginäre dritte Einheitswurzel, also 

p'^ + e + 1 = 

ist. 

Aus dem Körper R der rationalen Zahlen entsteht durch Adjunction 
der Zahl der reine kubische Zahlkörper K^R{0) vom Grade (^, fi) = 3; 
er besteht aus allen Zahlen von der Form 

;f = Xi O'^ + XjÖ + iTj, 

WO x^^x2^x^ beliebige Zahlen in R bedeuten, und jede Zahl x kann auch 
nur auf eine einzige Art in dieser Form dargestellt werden, weil die drei 
Potenzen 0^ 0, 1 eine irreducibele Basis von K bilden (D. § 164. S. 472). 
Die beiden Körper ß und K sind die einzigen Divisoren von K\ denn wenn 
der Körper L 'm K enthalten ist, so folgt (nach D. § 164. S. 473), dass 
(Ä, l) (L, R) = (ÜT, ß) = 3, also entweder (/f, L) = 3, (L, ß) = 1, L = ß oder 
(fi', L) = 1, (L, ß) = 3, L = K ist. Betrachtet man nun irgend eine in K 
enthaltene -^ahl x von der obigen Form, so ist der von ihr erzeugte Körper 
ß(;tf) jedenfalls Divisor von ff, und zwar tritt der Fall R(x) = R immer 
und nur dann ein, wenn x rational, also jti = x^ = ist; jede irrationale 
Zahl X des Körpers K erzeugt daher stets denselben Körper R(x) =^ K und 
ist folglich eine algebraische Zahl dritten Grades. 

Diese Schlüsse sind oflFenbar unabhängig von der Voraussetzung, dass 
reell ist, und gelten daher ebenso für die beiden reinen kubischen 
Körper K' = ß(0') und K" = ß(0"). Bedeutet z. B. x' eine irrationale Zahl 
des Körpers K\ so ist ß (;?') = K\ und folglich kann x' nicht reell sein, 
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weil sonst Ä' aus lauter reellen Zahlen bestehen würde, während doch die 
imaginäre Zahl 0' = 0q in K* enthalten ist; mithin enthalten die Körper 
K\ K" ausser den rationalen nur imaginäre Zahlen, während K nur aus 
reellen Zahlen besteht. Die beiden Körper K\ K" sind aber nicht allein 
von K, sondern auch von einander verschieden; denn wäre K' =^K'\ so 
müsste die Zahl 0" = p, also auch die Zahl q^&':& in Ä' enthalten 
sein, was nach dem Obigen nicht angeht, weil p eine algebraische Zahl 
zweiten Grades ist. 

Der Körper K besitzt drei Permutationen (D. § 165), durch welche 
er in die drei conjugirten Körper K", K\ K" übergeht; jede in K enthaltene 
Zahl X von der obigen Form 

X = XiO^ + XiO+x^ 

geht durch die erste, die identische Permutation in sich selbst, durch die 
zweite und dritte in die conjugirten Zahlen x = x^O'^+x^O'+x^ und 
x" = a?i0"^+ar2Ö" + iC3 über; ist x' = u + f)i, wo w, t? reelle Zahlen bedeuten, 
während i = |/— 1 ist, so ist x" = fi — vi. 

§ 2. 

Invarianten des Körpers iL. 

Jede von Null verschiedene rationale Zahl ß kann offenbar immer und 
nur auf eine einzige Weise in der Form 

dargestellt werden, wo c rational ist, und a, b natürliche Zahlen bedeuten, 
deren Product ab durch kein Primzahl-Quadrat theilbar ist; da in unserem 
Falle d nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl ist, so ist ausserdem 

a6>l. 

3 

Setzt man nun = ca^ so wird die positive Zahl a = yab\ und da a 
irrational und in K enthalten ist, so ist auch fi'=R(a); da ferner 

a s s 

a^ = }^ä^b* = b^ä^b ist, so wird, wenn man id^b = ß setzt, 

a^ = 6/?, ß'' = aa, aß=^ab\ 
a^ = ab\ ß^ = d'b, 
und die allgemeine Forpa aller in K enthaltenen Zahlen x ist: 

X = z + xa-^yß^ 

wo », a;, y beliebige Zahlen in R bedeuten. 

6» 
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Die mit a und die mit ß conjugirten Zahlen «', a" und ß\ ß" er- 
geben sich aus 

ca = 0, ca' = 0' = öp = c«p, ca" = 0" = 0p' = cag' 
und aus 

ab = aß = a'ß' = a'Yi", 
nämlich 

a' = a e, a" = « p^ /?' = ß(>\ ß" = /Jp, 

und hieraus folgt allgemein 

'^' = s+xa(f-\-yßQ'^ x" = z + xaQ^+yß(} 
oder 

Für das Supplement und die Norm der Zahl x erhält man daher (nach 
I). § 176. S. 542 und § 167. S. 486) die Darstellungen 

yJy." = (ixa--!sy-(xa^z)(yß-z) + (yß-zy 

und 

N(x) = ;f;f';f" = z'-Sabzxy + ab'x^ + ä'by\ 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, alle diejenigen Zahlen ;; in ifif zu 
finden, deren dritte Potenz rational ist Nehmen wir an, es sei t^ =^ e^ wo e 
eine rationale Zahl bedeutet, so folgt auch x^ = c, also muss 

x^ z=x oder x^ = xq oder x* = xq^ 

sein; da aber allgemein 

;f'-;fp = (l-p)(«-y /?()), 

^'-^e' = (e'-p)(»p-^«)» 

und ausserdem die Zahl p nicht in K enthalten ist, so muss im ersten, 
zweiten, dritten Falle entsprechend 

a; = y = 0, x = z^ e = a^ 
J5 = y = 0, x = xa, e = ab'x^^ 
j5 = o: = 0, x = yß^ e = ä^by^ 

sein. Im ersten Falle ist ;f rational, also R(x) = R^ und dasselbe gilt auch 
für den zweiten und dritten Fall, wenn a:, resp. y = ist; in allen diesen 
Fällen ist e die dritte Potenz einer rationalen Zahl. Soll also die Zahl x 
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(ebenso wie 0) die Kubikwurzel aus einer rationalen Zahl e sein, welche 
(wie 8) nicht die dritte Potenz einer rationalen Zahl ist, so geschieht dies 
nur im zweiten oder dritten Falle, wenn o?, resp. y von Null verschieden 
gewählt wird, und gleichzeitig wird R(x) = K] vergleicht man ferner die 
Formen e = o6^x^, e = ba^y^ der Zahl e mit der Form d = ab^c^j so er- 
giebt sich, dass alle diese irrationalen Zahlen x des Körpers ff, deren dritte 
Potenz e rational ist, auf dasselbe Paar a, b oder 6, a führen. Wir nennen 
daher diese beiden natürlichen Zahlen a, b, durch welche der reine kubische 
Xörper K vollständig bestimmt ist, die Invarianten des Körpers K. 

Da der Körper K durch Vertauschung von a mit b nicht geändert 
wird, so kann man, um alle reinen kubischen Körper K und jeden nur 
einmal zu erhalten, so verfahren: man betrachte alle natürlichen Zahlen, 



Nr. 


ab 


a 


b 


ab' 


a'b 


k 


k" i 


h 


1 


2 


2 




2 


4 


6 


1 




2 


3 


3 




3 


9 


9 


1 




3 


5 


5 




5 


25 


15 


2 




4 


6 


6 




6 


36 


18 


3 




5 


6 


3 




12 


18 


18 


3 




6 


7 


7 




7 


49 


21 


2 


3 


(7) 


10 


10 




10 


100 


10 


2 


1 


8 


10 


5 




20 


50 


30 


6 


3 


9 


11 


11 




11 


121 


33 


4 


2 


10 


13 


13 




13 


169 


39 


4 


3 


11 


14 


14 


1 


14 


196 


42 


6 


3 


(12) 


14 


7 




28 


98 


14 


2 


3 


13 


15 


15 




15 


225 


45 


6 


2 


14 


15 


5 




45 


75 


45 


6 


1 


(15) 


17 


17 




17 


289 


17 


2 


1 


(16) 


19 


19 




19 


361 


19 


2 


3 


17 


21 


21 




21 


441 


63 


6 


3 


18 


21 


7 




63 


147 


63 


6 


6 


19 


22 


22 




22 


484 


66 


12 


3 


(20) 


22 


11 


^ 


44 


242 


22 


4 


1 


21 


23 


23 




23 


529 


69 


8 


1 
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welche >1 und durch kein Primzahl -Quadrat theilbar sind, und zerlege 
jede auf alle Arten in zwei Factoren a, 6, von denen a der grössere ist; 
bezeichnet man dann mit a und ß die positiven Kubikwurzeln aus ab^ und 
c^b^ so ist R(a) = R(ß) ein reeller reiner kubischer Körper Ä, zu welchem 
jedesmal zwei conjugirte imaginäre reine kubische Körper K% K" gehören. 
Hier folgt der Anfang einer solchen Tabelle (s. S. 45) aller reinen kubischen 
Körper K'; die in ihr auftretenden Spalten k und k" werden später (§§ 3, 4, 9) 
erklärt werden, und A bedeutet die Anzahl der Idealklassen des Körpers, 

§ 3. 

Die in 3a6 aufgehenden Primideale. 

Es sei die Hauptordnung des Körpers Ä, d. h. der Inbegriff aller 
in ihm enthaltenen ganzen algebraischen Zahlen, und 

^/(0) = D 

die Discriminante oder Grundzahl von Ä'(D. § 175. S. 538). Um o und D 
zu bestimmen, betrachten wir zunächst den Modul 

n = [l,«,/i], 

d.h. den Inbegriff aller derjenigen Zahlen x ^ z+xa + yß^ welche durch 
beliebige ganze rationale Zahlen z, x, y erzeugt werden; da die Basis- 
zahlen 1, a, ß ganze (algebraische) Zahlen sind, so gilt dasselbe von allen 
diesen Zahlen ;;, d. h. der Modul n ist theilbar durch den Modul o, was 
in Zeichen durch n>o oder (n, o) = 1 ausgedrückt wird (D. § 171. S. 510); 

zugleich ist 

^(n) = Z)(o,n)^ 

wo (o, n) die Anzahl der nach dem Modul n incongruenten Zahlen in o 
bedeutet (D. § 175. S. 539). Zufolge der Definition der Discriminante eines 
Moduls (D. § 175. S. 536) ist nun ^(n) das Quadrat der Determinante 

11,«, ß 11,«, ß 1 

ll,«\/i' =|l,«(>,/?(>^|=3«/?(p^-(>), 

jl, «",/?"! \\,aif\ß^\ 

und da aß = ab^ und (p'— ())^ = — 3 ist, so ergiebt sich 

^(n) = -3(3ö6)^; 

aus der Vergleichung mit der obigen Form von J(n) folgt, dass die Anzahl 
(o, n) ein Divisor von 3a6, also 

3a6 = &(o,n), D = -^3k' 
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ist, wo k eine natürliche Zahl bedeutet. Die Bestimmang dieser für alles 
Folgende sehr wichtigen Zahl k wird erleichtert, wenn wir vorher alle in 
3a 6 aufgehenden Priraideale des Körpers K aufsuchen, unter welchen sich 
jedenfalls auch alle iii der Grundzahl D aufgehenden Primideale befinden; 
mit dieser ohnehin unerlässlichen Aufgabe wollen wir uns daher jetzt 
beschäftigen. 

Betrachten wir zunächst ein in a aufgehendes Priraideal p, so muss 
die durch p theilbare natürliche Primzahl p, welche zugleich die kleinste 
in p enthaltene natürliche Zahl ist (D. § 179. S. 563), ebenfalls in a auf- 
gehen, und da ab nicht durch p^ theilbar ist, so wird 

a^ = ab^ =pq. 
wo q nicht durch p, also auch nicht durch p theilbar ist; da nun p in 
Py P9i ^^ ^^^^ ^^^^ ^^ ^ aufgeht, so muss p^ in pq, also auch in p auf- 
gehen; nach einem allgemeinen, aus der Betrachtung der Normen folgenden 
Satze kann aber die Anzahl der (gleichen oder verschiedenen) Primideale, 
deren Product = op ist, nicht grösser als der Grad des Körpers, in unserem 
Falle also nicht grösser als 3 sein; mithin ist 

op = p\ iV(p) = (o,p)=p, 

d. h. op ist die dritte Potenz eines Primideals p vom ersten Grade (D. § 180. 
S. 565). Ganz dasselbe gilt offenbar für alle in b aufgehenden natürlichen 
Primzahlen p und Primideale p. 

Ein anderer Weg, um zu dem vorstehenden Resultate zu gelangen, 
stützt sich auf die Multiplication und Reduction der endlichen Moduln 
(D. § 170. S. 502 und § 172. S. 519); wir wollen ihn kurz andeuten, seine 
nähere Ausführung aber, weil sie keine Schwierigkeit darbietet, dem Leser 
überlassen. Jeder natürliche Divisor m von ab hat die Form m = a^b^^ 
wo ai Divisor von a, b^ Divisor von b ist; betrachtet man nun den Modul 

m = [m, a, ßl 
so findet man leicht 

m^ = [w, «1«, 6i/3], m' = wn; 

da nun on = o ist, weil n die Zahl 1 enthält, so ergiebt sich 

ow = (om)^ 

wo om offenbar ein Ideal ist. Als specieller Fall entspringt hieraus für 
das oben mit p bezeichnete Primideal die Darstellung 

p = o[p,«,/5]. 
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Unsere Aufgabe, alle in 3a 6 aufgehenden Primideale zu finden, ist 
durch das Vorstehende offenbar erledigt, wenn ab durch 3 theilbar ist; im 
entgegengesetzten Falle, wo 

ö^ f= 6^ = 1 (mod. 3), 

kommt es aber noch darauf an, die Zerlegung von o3 in Primideale zu 
finden, und hierbei werden wir auf eine wichtige Eintheilung aller reinen 
kubischen Körper K in zwei verschiedene Arten geführt werden. Hierzu 
betrachten wir die irrationale ganze Zahl 

,u = a-^a, 

welche zufolge a^ ^ aV der irreducibelen Gleichung 

^H3aa^-f3a> + o(o'-6^) = 

genügt. Da der Coefficient 3a^ von a im dritten Gliede nicht durch 9 
theilbar ist, so kann .u nicht durch 3 theilbar sein (D. § 173. S. 531), aber 
das erste Glied fi^ ist durch 3 theilbar, weil dies von allen folgenden 
Gliedern gilt. Aus der Existenz einer durch 3 nicht theilbaren Zahl ^, 
deren dritte Potenz durch 3 theilbar ist, folgt bekanntlich, dass o3 nicht 
ein Product von lauter verschiedenen Primidealen, sondern durch das Quadrat 
eines Primideals p theilbar ist; setzt man demgemäss 

o3 = p^p„ 

so folgt aus der Betrachtung der Normen leicht, dass p und pi Primideale 
ersten Grades sind; denn wenn man iV(p) = 3"*, iV(pi) = 3" setzt, wo 
fw > 1, fi^O, so folgt iV(o3) = 3' = 3'"'+^ also 3 = 2m+fi, mithin m = n = 1; 
es ist daher 

iV(p) = iV(pO = 3, 

und folglich ist auch pj ein Primideal. Aber nun entsteht die Frage, ob 
pi identisch mit p ist oder nicht; hierauf antwortet der folgende 

Satz: Die in der Zerlegung o3 = p^pi auftretenden Primideale ersten 
Grades p, p, sind gleich oder verschieden, je nachdem a^—b^ untheilbar oder 
theilbar durch 9 ist. 

Zum Beweise benutzen wir die obige kubische Gleichung, welche 
zufolge i.L-\'a = a die Form 

.aH3aaa+a(a'-60 = 
annimmt, und bezeichnen mit r den Exponenten der höchsten in (a^— 6^) 
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aufgehenden Potenz von 3, welcher jedenfalls ^1 ist, während a und a 
relative Primzahlen zu 3 sind. Ist nun erstens p = pi, also o3 = p^ und 
p* die höchste in ,u aufgehende Potenz von p, so ist 1^«^2, weil ju durch 
p, aber nicht durch 3 theilbar ist, und die Exponenten der höchsten in u\ 
3aa.a, a(a^—b'^) aufgehenden Potenzen von p sind der Reihe nach 3«, 
3+5, 3r. Die beiden ersteren sind von einander verschieden, weil 3+8 
nicht durch 3 theilbar ist, und da der kleinere von ihnen zufolge der obigen 
Gleichung mit dem dritten 3r übereinstimmen muss, so ergiebt sich 
3r= 3«<C3 + «^5, also r = «= 1, mithin ist (a^— 6^) nicht durch 9, und u 
nicht durch p^ theilbar. Ist aber ztceitens p verschieden von pi, also 
o3=p^pi nicht theilbar durch pi, so ist pj die höchste in (a'— 6^ auf- 
gehende Potenz von pi; da nun u^ durch 3, also fi gewiss durch pj theil- 
bar ist, so sind die Zahlen /t\ 3««^ mindestens durch pJ theilbar; zufolge 
der obigen Gleichung muss daher auch {a^—b^) durch pi theilbar sein, 
mithin ist r^2, also (a^—b^) theilbar durchs. — Die beiden einander aus- 
schliessenden Annahmen über p und pi, welche alle Fälle erschöpfen, führen 
also zu zwei Folgerungen über die Zahl (a^ — 6'), welche ebenfalls einander 
ausschliessen und alle Fälle erschöpfen; mithin muss umgekehrt p = pi oder 
p von pi verschieden sein, je nachdem (a^—b) untheilbar oder theilbar 
durch 9 ist, w. z. b. w. 

An den vorstehenden Satz knüpfen wir noch die folgenden Be- 
merkungen. Obgleich derselbe nur für den Fall ausgesprochen und be- 
wiesen ist, wo ab nicht durch 3 theilbar ist, so umfasst er doch offenbar 
auch den schon vorher erledigten Fall, wo «6 durch 3 theilbar ist, weil 
dann ebenfalls o3 = p^ und a^—b^ nicht einmal durch 3, geschweige durch 9 
theilbar ist. Wir theilen daher alle reinen kubischen Körper K nach dem 
Verhalten der Zahl 3 in zwei Arten ein und nennen K einen Körper erster 
oder zweiter Art, je nachdem a'~Ä^ untheilbar oder theilbar durch 9 ist, 
oder — was nach dem Vorstehenden hiermit gleichbedeutend ist — je 
nachdem die in der Zerlegung o3 = p^pi auftretenden Primideale p, pi gleich 
oder verschieden sind. 

Hierauf wollen wir den Fall eines Körpers K von zweiter Art noch 
etwas näher betrachten; dann kann man 

a^ = 6^=l-3c (mod. 9) 
setzen, wo c eine nach dem Modul 3 bestimmte ganze rationale Zahl 
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bedeutet. Da das Product a^—b^ der beiden Factoren a + b durch 9 th eilbar, 
ihre Summe 2 a aber untheilbar durch 3 ist, so können sie nicht beide durch 3 
theilbar sein, und folglich muss einer von ihnen durch 9 theilbar sein; mithin ist 

a = ±6 (mod. 9), 

und umgekehrt folgt hieraus, dass K ein Körper zweiter Art ist. Unter 
den 21 Körpern der Tabelle am Schlüsse von § 2 sind daher die 5 durch 
Einklammerung ihrer Nummern (7), (12), (15), (16), (20) kenntlich ge- 
machten Körper von zweiter, die übrigen 16 von erster Art. Wir wollen 
nun darauf ausgehen, die beiden in 3 aufgehenden Primideale ^, p^ deutlich 
zu unterscheiden. Da die dritte Potenz der Zahl u = a--a durch 3 theilbar 
ist, so muss fi durch ^pi, also /i^ durch p^p] = 3pi, mithin auch durch 3 
theilbar sein; nun ist aber 

^2 = (a-^af = a*-2aa + a' = bß-iaa + d" 
= (l + aaH-6^)+(ö'-l-3aa), 

und da der zweite eingeklammerte Bestandtheil offenbar durch 3 theilbar 
ist, so gilt dasselbe auch von dem ersten; setzen wir daher 

^_l±aa±bß_ 
^■" 3 ' 

so ist y eine ganze Zahl; durch Einführung derselben geht die obige 
Gleichung, weil a^— 1 = — 3c (mod. 9) ist, in die Oongruenz 

/t^ = 3(y— c— aof) (mod. 9) 

über, und da die Zahlen fi^ und 9 durch %pi theilbar sind, so folgt 
y = c+aa (mod. pi); da ferner f,i^a''a durch p^ theilbar, also a^a^ 
aa = a^ = l (mod.pi) ist, so ergiebt sich 

y = c-}-l (mod.pl). 

Um eine ähnliche Congruenz für das andere Primideal p zu er- 
halten, setze man die kubische Gleichung, deren Wurzel fi ist, in die Form 

.iiCa^-|-3aa) + a(a'-0 = 0; 

da a^ — 6^ durch 9, also durch p* theilbar ist, so folgt hieraus die Congruenz 

^(^H3aa) = (mod.p*); 

nun ist ^ zwar durch p^^, aber nicht durch p'^ theilbar (weil sonst ^ durch 
p^pi, also durch 3 theilbar wäre), mithin 

/i'+3aa = (mod. PO; 
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vergleicht man dies mit der obigen Congruenz 

^'+3aa = 3(7-c) (mod. 9), 

welche, weil 9 durch p* theilbar ist, auch für den Modul p^ gilt, so folgt 
dass 3(7— c) durch p^ theilbar ist, und da 3 zwar durch p^ aber nicht 
durch p^ theilbar ist, so ergiebt sich die gesuchte Congruenz 

y^c (mod. p). 

Besonders hervorzuheben ist aber noch das obige Resultat, dass es 
in jedem Körper zweiter Art eine ganze Zahl y giebt, welche nicht in dem 
Modul n enthalten ist; hieraus folgt, dass die Hauptordnung ein echter 
Theiler von n, also (0, n)>l ist. 

§4. 

Die Grundzahl D. 

Mit Hülfe der eben geführten Untersuchung über die in Sab auf- 
gehenden Primideale gelingt es nun ohne Schwierigkeit, die Hauptordnung 
jedes reinen kubischen Körpers K und hiermit seine Grundzahl D, sowie 
die in den Gleichungen 

3ö6 = &(o,n), D = ~3&^ 

auftretenden natürlichen Zahlen k und (0,11) zu bestimmen. Nach einem 
allgemeinen Satze der Modultheorie (D. § 171. I. S. 511) ist 0(0, n)>n 
d. h. jede Zahl des Moduls wird durch Multiplication mit (0, n) in eine 
Zahl des Moduls n verwandelt. Bedeutet daher (v jede beliebige gansse Zahl 
des Körpers Ä, d. h. jede in enthaltene Zahl, so wird (0, n)ai, also auch 
ft(o, n)a> = 3a6co in dem Modul n enthalten sein, und folglich ist 

3ab(JD = z-\'Xa-\-yß^ 

wo z, X, y ganze rationale Zahlen bedeuten; um daher alle Zahlen o) zu 
finden, haben wir alle Systeme Zy x, y zu suchen, für welche 

z + xa+yß=:0 (mod. Sab) 

wird. Bedeutet nun zunächst p eine in a aufgehende natürliche Primzahl, 
so ist, wie in § 3 gezeigt ist, oji? = ^)^ und da a^ ^ ab^^ ß^z=c^b ist, so 
leuchtet ein, dass p die höchste in a, und p^ die höchste in ß aufgehende 
Potenz des Primideals p ist. Aus der Congruenz 

z+xa+yß ^ (mod. p^) 

folgt daher zunächst z^O (mod. ))), mithin muss z als rationale Zahl auch 

7* 
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durch p, also durch p^ theilbar sein (D. § 179. S. 563), und hierdurch 
kommt die vorstehende Oongruenz auf 

xa+yß-^0 (mod. p') 

zurück. Aus dieser Congruenz folgt wieder xa ^ (mod. p'^), und da a 
nicht durch p^ theilbar ist, so muss die rationale Zahl x durch p, also 
auch durch p theilbar sein. Hierdurch reducirt sich unsere Congruenz 
auf y/? = (mod. p^), und da ß nicht durch p^ theilbar ist, so muss auch 
die rationale Zahl y durch ^), also auch durch p theilbar sein. Mithin sind 
alle drei Zahlen a, x, y durch p theilbar. 

Offenbar gilt ganz dasselbe für jede in 6, also für jede in ab auf- 
gehende natürliche Primzahl p, und da ab ein Product von lauter ver- 
schiedenen Primzahlen p ist, so müssen die ganzen rationalen Zahlen a, a?, y 
alle durch ab theilbar, also von der Form 

a = abw^ X = abu, y = abf> 

sein, wo w^u^v wieder ganze rationale Zahlen bedeuten; zugleich wird 

3a) = er + w«+t?/?, 

mithin ist o3>n, d. h. jede ganze Zahl cü wird schon durch Multiplication 
mit 3 in eine Zahl des Moduls n verwandelt. 

Ist nun ab theilbar durch 3, gehört also die Zahl 3 zu den eben 
betrachteten Primzahlen p, so müssen auch die Zahlen w, w, r durch 3 
theilbar sein, mithin ist jede Zahl o; auch in n enthalten, d. h. es ist o = n, 
(o, n)= 1, &==3a6. Betrachten wir ferner den anderen Fall, in welchem 
K ebenfalls ein Körper erster Art, also ä^^b'^^l (mod. 3), aber a^— 6^ 
nicht durch 9 theilbar ist, so ist (nach § 3) auch jetzt o3=^)^, und die 
Zahl fi^a—a ist durch p, aber nicht durch p^ theilbar. Multiplicirt man 
nun mit b und bedenkt, dass bß = a^ = (^fi+af ist, so wird 

36ü> = bw + bu(jii+a)+v(fi+ay 

-=Xo+XiU + X2!ii'\ 
wo die Zahlen 

Xi, = bw+abu+a'^v^ x^ = 611+ 2öi?, X2==v 

ebenfalls ganze rationale Zahlen sind und der Congruenz 

x^i+XuU+Xiu'^ = (mod. p^) 

genügen; da aber p und p'^ die höchsten resp. in ^ und ^^ aufgehenden 
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Potenzen von p sind, so ergiebt sich ebenso wie oben, dass die Zahlen 
a^ü, a?i, ar2 der Reihe nach durch ^, also auch durch 3 theilbar sind, und 
hieraus folgt offenbar, dass auch die Zahlen t?, ti, a? der Reihe nach durch 
3 theilbar sind; mithin ist auch in diesem Falle jede Zahl (o in dem 
Modul n enthalten, und es gilt folglich der 

Satz. Ist K ein Körper erster Art, so ist 

o = n= [1,«,/?], 

&=3a6, D = -3&^ 

Zugleich ergiebt sich für diesen Fall, wie der Leser aus § 3 leicht 
ableiten wird, die folgende Darstellung aller in der Grundzahl D auf- 
gehenden Primideale p. Geht p in ab auf, so ist 

P = [P, «, ßl 
"^¥0 p wieder die durch p theilbare natürliche Primzahl bedeutet; geht 
^aber p nicht in ab auf, ist also p = 3, und ab nicht theilbar durch 3, so ist 

p = [3,a-a,/?^6]. 

Hierauf wenden wir uns zu den Körpern K von zweiter Art, also 

zu den Körpern IT, welche durch die Congruenz a = ± 6 (mod. 9) charak- 

terisirt sind, woraus zugleich folgt, dass ab nicht durch 3 theilbar ist. 

Wir haben schon am Schlüsse von § 3 hervorgehoben, dass in diesem 

Falle die Hauptordnung o ein echter Theiler des Moduls n, also (o, n)>l 

ist; da ferner in dem gegenwärtigen § 4 bewiesen ist, dass der Modul n 

immer ein Theiler des Hauptideals o3 ist, so ist nach zwei allgemeinen 

Sätzen der Modul- und Idealtheorie (D. § 171. S. 510 und § 180. S. 564) 

(0, n) (n, o3) = (o, o3) = A'(o3) = iV(3) = 3^ 

also ist (o, n) eine der Potenzen 3, 3^, 3'; zufolge § 3 ist aber auch 

3a6 = &(o, n), und da ab nicht durch 3 theilbar ist, so ergiebt sich (o, n) = 3, 

k = ab. Es ist nun auch leicht, die Hauptordnung o als endlichen Modul 

darzustellen. Zu diesem Zweck erinneni wir an das in § 3 gewonnene 

Resultat, dass die in n nicht enthaltene Zahl 

_ 1 + aa + bß 
7 - -3 

eine ganze Zahl, also in enthalten ist; setzen wir daher 

Ol = n + |>] = [l, «,/?,/], 

80 ist der Modul Oi ein Vielfaches von und zugleich ein Theiler von n 
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(nämlich der grösste gemeinsame Theiler von n und [y]), und hieraus folgt 
nach dem schon vorher benutzten Modulsatze 

(o,o0(0i,n) = (o,n) = 3; 

da endlich die in Oi enthaltene Zahl ^ nicht in n enthalten, also Oi ein 
echter Theiler von n, mithin (Oi, n) > 1 ist, so folgt*), dass (Oi, n) = 3, 
(o, Ol) = 1, also = Ol sein muss, womit die gesuchte Darstellung von o 
gefunden ist. Bedenkt man noch, dass l = 3y— aa — 6/? ist, so leuchtet 
ein, dass o auch als dreigliedriger Modul [y, er, /?] darstellbar ist. Das 
Resultat unserer Untersuchung besteht daher in dem folgenden 

Satz. Ist K ein Körper zweiter Art, so ist 

= \l+[r] = [1, «, /?, y] = |>, a, ßl 
k^ab, D = -3k\ 

Auch für diesen Fall lässt sich die Darstellung der in D auf- 
gehenden Primideale p in Form von endlichen Moduln leicht aus § 3 ab- 
leiten; da sie aber für den weiteren Verlauf unserer Untersuchung nicht 
erforderlich ist, so begnügen wir uns, die Resultate kurz anzugeben. Geht 
die durch p theilbare natürliche Primzahl p in ab auf, so ist 

ist aber p = 3, so findet man für die in der Zerlegung oS=p^pi auf- 
tretenden Primideale p^ pi und deren Product die Darstellungen 

P = PPiHr-^] = [3, r-c, «-Ö» ß-^l 

|)i = |)pi + |>-c- 1] = [3, y-c- 1, a--a, ^-6], 
und das Product |)^)i ist zugleich der Führer der Ordnung n, d. h. der 
Quotient n : o oder auch der grösste gemeinsame Theiler aller in der Ordnung n 
enthaltenen Ideale (D. § 180. S. 572). — 

Nachdem in allen Fällen gezeigt ist, wie die Grundzahl /) = — 3&^ 
von den beiden Invarianten a, b abhängt, bemerken wir zum Schluss, 
dass — im Gegensatz zu der Theorie der quadratischen Körper — der 
reine kubische Körper K oder vielmehr das System der drei conjugirten 
Körper IT, K\ K" otfenbar durch die gemeinsame Grundzahl D im allgemeinen 



*) Diese Folgerung (0j,n) = 3 bestätigt sich leicht durch die Bemerkung, dass 
die drei Zahlen 0, y, 2y offenbar ein Restsystem von o^ nach n bilden (D. § 171. S. 509). 
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noch nicht vollständig bestimmt ist; so z. B. tritt in den beiden Zeilen 4 
und 5 der Tabelle (§ 2) derselbe Werth & = 18 auf, mithin haben die 
beiden gänzlich verschiedenen Körpersysteme Ä^ K\ K'\ von denen das 

3_ 3 

eine durch V6, das andere durch ^12 erzeugt wird, dieselbe Grundzahl 
/) = — 2^-3*, und Aehnliches wiederholt sich in den Zeilen 13, 14 und in 
den Zeilen 17, 18 der Tabelle. Dass dieselbe Erscheinung auch bei 
Körpern zweiter Art auftritt, zeigt die Vergleichung des Invariantenpaars 
a=34 = 217, 6 = 7 mit dem Invariantenpaar a= 119 = 7- 17, 6 = 2, 
denen derselbe Werth /r=a6=2.7.17, also dieselbe GrundzahlZ)=-3-2'-7'17^ 
entspricht, weil in beiden Fällen a = b (mod. 9) ist. 

§ 5. 

Die in der Grundzahl nicht aufgehenden Primideale. 

Wir wenden uns jetzt zu der Aufgabe, auch alle diejenigen natür- 
lichen Primzahlen p, welche nicht in der Grundzahl D aufgehen, in ihre 
idealen Primfactoren p zu zerlegen. Um die Körper von erster und zweiter 
Art gemeinsam zu behandeln, erinnern wir daran, dass (nach § 4) jede 
ganze Zahl cü in Ä' durch Multiplication mit 3 jedenfalls in eine Zahl des 
Moduls n = [l, of, /?] verwandelt wird; da p = ±l (mod. 3), so ist also 
auch das Product (l+p)co, welches =a)(mod. p) ist, in n enthalten, und 
man kann daher immer 

CO = ss+xa-^-yß (mod. p) 
setzen, wo z^ a:, y ganze rationale Zahlen bedeuten. Durchläuft jede von 
ihnen ein bestimmtes System von p incongruenten Zahlen (mod. p), so 
nimmt der Ausdruck rechter Hand p^ verschiedene Werthe v an, und jede 
in n enthaltene Zahl ist wenigstens einer dieser Zahlen v congruent (mod. p);, 
zufolge der vorstehenden Congruenz ist aber auch jede ganze, d. h. jede 
in enthaltene Zahl cd mit einer Zahl v congruent, und da die Anzahl 
(o, op) aller nach p incongruenten Zahlen (o ebenfalls = N{op) = N(p) = p' 
ist, so ergiebt sich, dass die genannten Zahlen v sämmtlich incongruent 
(mod. p) sind und folglich ein Restsystem von o nach op bilden (D. § 180. 
S. 564); es kann daher auch nur dann co ^ (mod. p) werden, wenn 
»=.jr = y^O (mod. p) ist.*) 

♦) Id der Zeichensprache der Modul- und Idealtheorie (D. § 169. S. 496, 498 
und § 171. 8. 510 und § 180. S. 564) drücken sich diese Beziehungen zwischen o, n 
und p auf folgende Weise aus: n + op = 0, n — op = np, also (n, op) = (n, np) 
= (o,op) = A(p) = p». 
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Benutzt man nun den für alle ganzen algebraischen Zahlen f , 17, ^ . . . 
geltenden Satz (D. § 185. S. 617) 

(S+V+^+"y = S' + ri^+^''+'- (mod. p) 
und bedenkt, dass nach Fermat für jede ganze rationale Zahl « immer 
Ä** = Ä (mod. p) ist, so ergiebt sich 

a)^ = z+xaP+yß^ (mod. p) 
und durch Wiederholung dieses Verfahrens allgemein 

u/" = i+xa^^'+yß^^ (mod. p), 

wo n jede natürliche Zahl bedeutet. Das Verhalten der Primzahl p ist 
nun ganz verschieden, je nachdem p = + l oder p^—1 (mod. 3) ist; wir 
treimen daher unsere Untersuchung in zwei Haupttheile und betrachten 
zuerst den einfacheren Fall 

I. p = 3m-l = -l (mod. 3). 

Dann ist p^— 1 = (p + 1) (p — 1) = 3iii (/? — 1), und da a6 nicht durch p 
theilbar ist, so folgt aus dem Satze von Fermat 

«p'-i = {aby^p-'^ = 1 (mod. p) 
ßp'-^ = (a'by^'p-'^ = 1 (mod. p), 
also 

aP' = a, ßp' = ß (mod.p), 

und folglich genügt jede g3,nze Zahl w des Körpers K der Congruenz 

(JD^^ =: CO (mod. p). 

Hieraus folgt erstens, dass p durch kein Primidealquadrat theilbar 
sein kann; denn wenn in irgend einem endlichen Körper jede ganze Zahl a> 
einer Congruenz von der Form 

o) =i itü^+/ico^ + >'«>*+ ••• (mod. a) 

genügt, wo a ein bestimmtes Ideal, und >., fi^v... bestimmte ganze Zahlen 
dieses Körpers sind, so müsste, wenn a durch das Quadrat eines Primideals p 
theilbar wäre, jede durch p theilbare Zahl w auch durch p^ theilbar, d. b. 
es müsste p selbst durch p'^ theilbar sein, was unmöglich ist. 

Da ferner die Anzahl der incongruenten Wurzeln a> der obigen 
Congruenz = (0, op) = p^ also grösser als ihr Grad p^ ist, so folgt zweitens 
(D. § 180. S. 570), dass op selbst kein Priraideal, also ein Product von zwei 



Dedekindy über die Arnsahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkörpern. 57 

oder drei verschiedeneu Primidealen ist. Im letzteren Falle müssten diese 
drei Primideale, weil das Product ihrer Normen = iV(op) = p^ ist (D. § 180. 
S. 564), alle vom ersten Grade sein, es müsste daher (D. § 180. V. S. 570), 
wenn lo jede ganze Zahl bedeutet, co^-co durch jedes dieser Primideale, 
also auch durch ihr Product op theilbar sein; nun ist aber z. B. a^"^ 
__^3(m-i)_ ^^j2^m-i^ und a^ = 6/?, also a^ = gß, wo g eine ganze rationale 
Zahl bedeutet, mithin ist die in n enthaltene Zahl a — a^ = a—gß nicht 
durch p theilbar, und folglich unsere Annahme unzulässig. Das Resultat 
unserer Untersuchung besteht also darin, dass op ein Product von zwei ver- 
schiedenen Primidealen p, pi ist; offenbar muss das eine vom ersten, das 
andere vom zweiten Grade sein, und wir können daher 

op = p^)i, iV(p)=p, N{p,)=^p' 
setzen. — Hierauf wenden wir uns zu dem Falle 
IL p = 3m + l = + l (mod. 3). 

Dann hat bekanntlich (D. §31. S. 73) die Congruenz u^ = l (mod.p) 
drei incongruente rationale Wurzeln w = 1, r, r'\ wo 

r'+r+ 1=0 (mod.p) 

ist; bedeutet ferner c irgend eine durch p nicht theilbare ganze rationale 
Zahl, so ist c^"^ = c^"' = 1 (mod. /?), und folglich c* = r* (mod. p), wo der 
Exponent e nach dem Modul 3 bestimmt ist; je nachdem e durch 3 theilbar 
oder untheilbar ist, ist die Zahl c kubischer Rest oder Nichtrest von p, d. h. 
die Congruenz m?'=c (mod.p) hat im ersten Falle drei incongruente Wurzeln Wj 
im letzteren gar keine. 

Wendet man dies auf die Zahl c = ab^ an und bedenkt, dass 
(«6^) (ä^b) = (abf ist, so kann man gleichzeitig 

(ab'y = r% (a'by^ = r'' (mod. p) 

setzen, und hieraus folgt 

aP = ar% a^" = ar^% a^ = a\. 

ßp = /ir^ ß^' = ßr% ß^' = ß j ^'°'''*- P^' 

mithin genügt jede ganze Zahl o) der Congruenz 

0)^ ^ CO (mod. p). 

Hieraus folgt wieder erstens, dass p durch kein Primidealquadrat 
theilbar ist. Wir wollen zweitens beweisen, dass p durch kein Primideal 
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zweiten Grades p theilbar sein kann; wäre dies nämlich der Fall, so mllsste 
(D. § 180. V. S. 570) jede ganze Zahl w ausser der vorstehenden auch den 
Congruenzen to^* = w (mod. p)^ co^' = a)** (mod. p), mithin auch der Oongruenz 
ü;^ = tü(mod. p) genügen; dann wäre aber die Anzahl (o, p) = iV(p) = pMer 
incongruenten Wurzeln a> dieser letzten Congruenz grösser als ihr Grad p, 
was unmöglich ist (D. § 180. S. 570), und folglich ist unsere Annahme, p sei 
durch ein Primideal zweiten Grades theilbar, unzulässig. 

Es bleiben daher nur zwei Fälle übrig: entweder ist op ein Product 
von drei verschiedenen Primidealen ersten Grades p, pi, p27 oder op ist selbst 
ein Primideal dritten Grades. Im ersteren Falle ist a>^— co für jede ganze 
Zahl CO durch jedes der drei Primideale p^ pi, p2, also auch durch ihr 
Product op theilbar; wendet man dies auf die Zahl cü = a an, so folgt, dass 
a(l— r*) durch p theilbar ist, und da a relative Primzahl zu p ist, so er- 
giebt sich r'=l(mod.p), also e = (mod. 3), d.h. die Zahl ab'^ (und 
ebenso ä^b) ist kubischer Rest von p. Umgekehrt, wenn dies der Fall, 
also e durch 3 theilbar ist, so folgt «'' = «, /^'^ = /? (mod. p), also auch 
allgemein w^^o) (mod. p), und es kann daher op kein Primideal sein, weil 
^onst die Anzahl (o, op) = p^ der incongruenten Wurzeln (o dieser Congruenz 
grösser als ihr Grad p wäre. Das Resultat unserer Untersuchung besteht 
also hierin: Es ist 

op - pp,p,, N(p) = iV(p,) = N(p,) = p, 

wo p^ pi, ^)2 drei verschiedene Primideale bedeuten, oder es ist op selbst ein 
Primideal dritten Grades, je nachdem die Zahl ab^ kubischer Rest oder Nicht- 
Test von p ist. 

§ 6. 

Die Dirichletsche Idealfunction. 

Das Ziel, welches wir in der gegenwärtigen Abhandlung zu erreichen 
suchen, besteht in der Bestimmung der Anzahl h der Idealklassen im Körper K. 
Die hierzu führende, von Dirichlet vorgezeichnete Methode stützt sich be- 
kanntlich (D. § 184. S. 609-611) auf die Betrachtung der Function 

J=^ir} s- = n —. 

A(a>^ 



1- 



N(py 

wo a in der Summe alle Ideale, und p in dem Producte alle Primideale 
des Körpers durchläuft, und zwar kommt Alles darauf an zu untersuchen. 
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wie sich diese Function / der Variabelen s fUr nnendlich kleine positive 
Werthe von s—l verhält. Bezieht sich nämlich das Grenzzeichen lim auf 
diese Annäherung der Variabelen s an die Zahl 1, so wird 

\\m(8-'l)J=^gh, 

wo h die Klassenanzahl der Ideale, und g eine wesentlich von der Grund- 
zahl D und von den Einheiten des Körpers abhängende Constante bedeutet, 
deren allgemeiner Ausdruck 

jetzt für unseren Fall eines reinen kubischen Körpers K zu specialisiren ist 

J)er Nenner y'(D) ist die positive Quadratwurzel aus dem absoluten 

Werthe (/)) der Grundzahl D = ~3&', also >/(/)) = k\% wo 1^3 positiv, und 

Jt=3ab oder = a6 ist, je nachdem K ein Körper erster oder zweiter Art 

ist Das Zeichen n hat die gewöhnliche Bedeutung der itirfoZ/'schen Zahl 

3,14159..., und n ist der Grad des Körpers ifif, also » = 3. Die Zahl v 

ist dadurch bestimmt, dass (2v—n) die Anzahl der reellen, also 2(»— v) die 

Anzahl der imaginären unter den mit K conjugirten Körpern /T, K\ K" ist; 

:iiiithin ist y = 2. Die Constante E bestimmt sich durch rE = S\ wo r die 

.Anzahl 2 aller in dem (reellen) Körper K enthaltenen Einheitswurzeln + 1, 

xind S' den Regulator eines Fundamentalsystems S von (y — l) Einheiten 

in K bedeutet (D. § 183. S. 597, 602); da r = 2 ist, so besteht S aus einer 

einzigen Einheit €>1, und der Regulator S' ist = log«, mithin jB = ^log« 

(und alle Einheiten in K haben die Form ± «"*, wo m alle ganzen rationalen 

Zahlen durchläuft). Durch das Eintragen aller dieser Werthe in den obigen 

Ausdruck erhalten wir 



2 n log « 



mithin 






Für die Bildung der Function J, zu welcher wir jetzt übergehen, 
legen wir die Productform zu Grunde; durchläuft p alle natürlichen Prim- 
zahlen, und bezeichnen wir mit F(p) denjenigen Factor von J, welcher von 
allen verschiedenen in p aufgehenden Primidealen p herrührt, so wird 

J = nPCp); 

8* 



60 Dedekind, über die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkörpern. 
setzen wir ferner zur Abkürzung 



pns 



WO n irgend eine natürliche Zahl bedeutet, so ergeben sich (nach §§ 3, 5) 
die folgenden Regeln zur Bestimmung des Factors F(p). 

1) Geht p in & auf, so ist op = ^)^ wo p ein Primideal ersten Grades, 
also N(p) = p, mithin F(p) = P,. 

2) Geht p nicht in &, aber in D auf, so ist p = 3 und K ein Körper 
zweiter Art; dann ist op = o3 = ^^pi, wo p und pi zwei verschiedene Prim- 
ideale ersten Grades bedeuten, also N(p) = N{p^) = 3 = p, mithin F(p) = PJ. 

3) Geht p nicht in D auf, und ist p = — 1 (mod. 3), so ist op = ppi, 
^(P)=P. ^(Pi)=/, mithin F{p)^P,P,. 

4) Geht p nicht in D auf, ist femer p = + l(mod. 3), und ab^ 
kubischer Rest von p, so ist op = ppip2, iV(p) = iV(p,) = iV(p2) = ^3 mithin 

np) = n 

5) Geht p nicht in D auf, ist ferner p = + 1 (mod. 3) und ab^ kubischer 
Nichtrest von p, so ist op ein Primideal dritten Grades, mithin F(p) = Py 

§ 7. 

Der quadratische Körper von der Grundzahl — 3. 

Aus der Vergleichung der beiden letzten Regeln für die Primzahlen 
p, welche ^ + 1 (mod. 3) sind und nicht in D aufgehen, leuchtet ein, dass 
zur Bildung unserer Function J die Theorie der kubischen Reste durchaus 
erforderlich ist. Gauss hat sich seit dem Jahre 1805 mit dieser Theorie 
und derjenigen der biquadratischen Reste beschäftigt*) und hierbei bald die 
überaus folgenreiche Entdeckung gemacht, dass, um dieselben auf einen 
gleichen Grad von Vollkommenheit zu erheben wie die Lehre von den 
quadratischen Resten, das Gebiet der höheren Arithmetik, in welcher bis 
dahin nur rationale ganze Zahlen betrachtet waren, durch die Einführung 
von neuen ganzen Zahlen erweitert werden muss, welche aus dritten oder 
vierten Wurzeln der Einheit gebildet sind, und hiermit war zugleich der 
Grund für die allgemeine Theorie der ganzen algebraischen Zahlen gelegt 
Gauss hat aber von seinen Untersuchungen nur die auf die biquadratischen 
Reste bezüglichen theilweise veröffentlicht, und die in seinem Nachlass vor- 



•) Vergl. Bd. II seiner Werke, S. 50, 67, 102, 161, 165, 166, 171. 
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gefandenen Aufzeichnungen über die aus dritten Wurzeln der Einheit ge- 
bildeten Zahlen sind wegen ihrer Unvollständigkeit nicht in die Herausgabe 
seiner Werke aufgenommen*). Den in diesem Zahl engebiete Q (dem 
quadratischen Körper von der Grundzahl —3) geltenden Reciprocitätssatz 
fttr die kubischen Reste hat zuerst Jacobi**) bekannt gemacht und in seinen 
Vorlesungen bewiesen; derselbe, aus der Theorie der Kreistheilung ge- 
zogene Beweis ist später von Eisensteinf)^ der ihn ohne Zweifel unabhängig 
von Jacobi gefunden hat, zuerst veröffentlicht. Da dieser Gegenstand 
seitdem von mehreren Autoren ff) behandelt und als hinreichend bekannt 
anzusehen ist, so begnügen wir uns, die wichtigsten, für unsere Untersuchung 
nothwendigen Thatsachen kurz in Erinnerung zu bringen. 

Der durch die imaginäre dritte Einheitswurzel p erzeugte quadratische 
Körper Q von der Grundzahl —3 besteht aus allen Zahlen co von der 
Form x+ffQ^ wo a?, y rationale Zahlen bedeuten, und jede solche Zahl od 
geht durch die nicht identische Permutation des Körpers in die conjugirte 
Zahl a>' = ir+yp^ = a:— y— ye über. Da von den Zahlen des reinen 
kubischen Körpers K im Folgenden gar nicht mehr die Rede sein wird, 
«0 bezeichnen wir die Norm (ow' = x^—xy+y^ unbedenklich mit iV(ai), 
Tind ebenso setzen wir die aus allen ganzen Zahlen co bestehende Haupt- 
ordnung [1, p] = 0. Die sechs Einheiten des Körpers sind die Zahlen + 1, 
dt Pi + p^ die wir gemeinsam immer mit a bezeichnen. Alle Ideale des 
IKörpers sind Hauptideale, d. h. jede von und den Einheiten a verschiedene 
^anze Zahl ist entweder eine Primzahl n des Körpers, oder sie ist zu- 
sammengesetzt, und im letzteren Falle kann sie stets und wesentlich nur 
«uf eine einzige Art als Product von lauter Primzahlen n dargestellt werden, 
^obei die sechs mit einer Zahl a> associirten Zahlen aca als nicht wesentlich 



*) Vergl. unten § 11. 

•^ Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie (Monats- 
l)erichte der Berliner Akademie vom Jahre 1837, wieder abgedruckt in Grelles Journal, 
Bd. 30; 1846). 

f) Beweis des Reciprocitätssatzes für die kubischen Reste in der Theorie der 
«US dritten Wurzeln der Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen (^Grelles Journal 
Bd. 27; 1844). — Nachtrag zum kubischen Reciprocitätssatze für die aus dritten Wurzeln 
<]er Einheit zusammengesetzten complexen Zahlen. Kriterien des kubischen Charakters 
der Zahl 3 und ihrer Theiler (Grelles Journal Bd. 28; 1844). 

ff) Vergl. namentlich Bachmann: Die Lehre von der Kreistheilung und ihre 
Beziehungen zur Zahlentheorie. Leipzig, 1872 (Vorlesungen 14 und 15). 
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verschieden angesehen werden. Das System aller Primzahlen n ergiebt 
sich in folgender Weise aus der Betrachtung der durch sie theilbaren 
natürlichen Primzahlen p. Die Zahl p = 3 = (1-p) (!-(>') = -e'(l-(>)' ist 
wesentlich das Quadrat der Primzahl ersten Grades 7i = l— p; istp^ + 1 
(mod. 3), so ist p = titi' = N(7i) = N(n') das Product von zwei conjugirten, 
wesentlich verschiedenen Primzahlen ersten Grades n und ti'; ist/?^ — 1 
(mod. 3), so ist p selbst eine Primzahl zweiten Grades n in Q, also 
N(7i) = p^ Mit Ausnahme des ersten dieser drei Fälle ist daher immer 
N(n) = + 1 (mod. 3). 

Ist /Li irgend eine von verschiedene Zahl in o, so ist NQ/) die 
Anzahl (o, o.a) aller nach fi incongruenten Zahlen in o; bezeichnen wir femer 
mit (p'(j^) die Anzahl derjenigen incongruenten Zahlen co, welche relative 
Primzahlen zu /a sind, so ist cp' (a) = 1 und, wenn fi keine Einheit ist, 



^■W = iV(,.)ff(l-TfL), 



wo 71 alle wesentlich verschiedenen, in ft aufgehenden Primzahlen durch- 
läuft; zugleich ist 

a)<p'M = 1 (inod. u). 

Ist 71 eine von (1 — p) verschiedene Primzahl, also A^(7t) = 3m+l, 
y'(7i) = 3m, so gentigt jede durch n nicht theilbare Zahl (o der Congruenz 

a>^"*-l = (a)"*-l) (a>"»-p) (w''*-p^) = (mod. n) 
und da bekanntlich keine der drei Congruenzen 

a>'" = p' (mod. 7i), 

wo 6^0, 1,2 (mod. 3) zu setzen ist, mehr als m incongruente Wurzeln tu 
haben kann, so muss jede von ihnen genau m solche Wurzeln haben. Die- 
jenigen m Zahlen co, für welche e=0(mod. 3) wird, sind die kubischen 
Beste der Primzahl 77, d. h. ftlr jede dieser Zahlen a> (und nur für diese) 
giebt es eine oder vielmehr drei incongruente Wurzeln ^ der Congruenz 
S^ = ü) (moä. n). Die übrigen 2 m Zahlen o) sind die kubischen Nichtreste 
von 71, und sie vertheilen sich in gleicher Anzahl m auf die beiden Fälle 
6 = 1, 2 (mod. 3). In allen Fällen nennen wir die durch o) vollständig be- 
stimmte Einheitswurzel p* den kubischen Charakter oder kurz den Charakter 
der Zahl w in Bezug auf die Primzahl 71 und setzen nach Jacobi 



(i)'^-' 
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dasselbe ergiebt sich auch daraus^ dass in diesem Falle 3i« = (fi + l)(p-l), 
also m theilbar darch p — 1, und folglich c^ = l(mod. p) ist. Wenn aber 
zweitens p = 3m + 1^ + 1 (mod. 3) ist, so sind n^ n' zwei wesentlich ver- 
schiedene Primzahlen ersten Grades, und es ist entweder 

oder 
oder 

Im ersten dieser drei Fälle, und nur in diesem, ist c kubischer Rest von ti, 
also c"* = 1 (mod. ti), und da hieraus offenbar auch c"* = 1 (mod. p) folgt, so 
ist (nach § 5. II) die Zahl c auch kubischer Rest von p im Körper der 
rationalen Zahlen; und umgekehrt, wenn Letzteres der Fall ist, so leuchtet 
unmittelbar ein, dass c auch im Körper Q kubischer Rest von n (und n') 
ist; mithin tritt der erste der drei obigen Fälle dann und nur dann ein^ 
wenn c im Körper der rationalen Zahlen kubischer Rest von p ist. — 

An dieser Stelle brechen wir die Aufzählung der für uns wichtigen 
Eigenschaften des Körpers Q vorläufig ab, um sie später wieder aufzunehmen. 
Das Vorstehende reicht nämlich schon aus, um die in § 6 begonnene Dar- 
stellung der Idealfunction J des reinen kubischen Körpers K wesentlich zu 
vereinfachen. Zu diesem Zwecke führen wir, wenn die Invarianten a, b 
des Körpers K und die daraus abgeleiteten Zahlen & und /) = — 3F ihre 
frühere Bedeutung (§§ 3, 4) behalten, für jede Primzahl n des quadratischen 
Körpers Q eine Function tfj(n) ein, welche für alles Folgende von der 
grössten Wichtigkeit ist; bedeutet p wieder die durch n theilbare natürliche 
Primzahl, so definiren*) wir auf folgende Weise: 

I. Geht 71, also auch p in ä auf, so setzen wir 

ifj(n) = 0. 

II. Geht 71, also auch p nicht in &, wohl aber in D auf, so ist p = 3^ 
also n associirt mit (1— p), und der Körper K ist von zweiter Art; in diesem 

Falle setzen wir 

ipin) = 1. 

*) Die hier für die Primzahlen tt, später für alle ganzen Zahlen co des Körpers Q 
erklärte Function ip hängt offenbar unsymmetrisch, aber so von den Invarianten fl, fr 
des Körpers K ab, dass sie durch deren Vertauschuug in ihr Quadrat übergeht. 
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IIL In den übrigen, also in allen denjenigen Fällen, wo n^ also 
auch p nicht in D aufgebt, setzen wir 

wo das Symbol rechter Hand die oben angegebene Bedeutung hat, also 
eine Potenz von p ist. 

Aus dieser Definition folgen offenbar für alle Primzahlen n zunächst 
die beiden Sätze 

IV. rfj(a7i) = v^(7i), rfj(7i') = rpinf. 

Man überzeugt sich ferner leicht, dass in allen fünf Fällen, welche 
am Schlüsse von § 6 aufgezählt sind, die dort erklärte Function F(p) durch 
den Ausdruck 

F(») = - —,-. n — ^7 V 



p' JV(7r)* 

dargestellt wird, wo das Productzeichen 77 sich auf alle wesentlich ver- 
schiedenen, in p aufgehenden Primzahlen n bezieht. Um dies zu beweisen, 
bezeichnen wir den Ausdruck rechter Hand vorläufig mit Fi(p); gehen wir 
die fünf Fälle am Schlüsse von § 6 unter Beibehaltung der dortigen Be- 
deutung von P^ einzeln durch, so ergiebt sich Folgendes: 

1) Zufolge der Definition I ist rp^n) = für jede in p aufgehende 
Primzahl, mithin Fi(p) = f*i. 

2) Zufolge der Definition II ist ifj(7i) = 1 für die wesentlich einzige 
in p aufgehende Primzahl 7i = a(l — p), und da N(n) = 3=p ist, so wird 

3) Die wesentlich einzige in p aufgehende Primzahl n ist p selbst; 
zufolge der Definition III und weil p = — 1 (mod. 3) ist, wird daher 

und da N(n) = p^ ist, so wird F, (p) = Fj P^. 

4) In diesem (wie in dem folgenden) Falle ist p durch zwei wesentlich 
verschiedene Primzahlen ti, n' theilbar, deren Normen iV(7i) = iV(7i') =p sindj 
da ferner ab^ kubischer Rest von p, also auch von n und n ist, so ist zu- 
folge der Definition IH: 

mithin wird Fi(p) = PJ. 
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5) Da in diesem Falle ab^ kubischer Nichtrest von p, also auch 
von 71, n' ist, so folgt aus der Definition III entweder 



,,(,) = (^)=,, v«=(^) = <.' 



oder 



mithin wird in beiden Fällen 

111« 



F^(P) 



1_ 1 i_A i_.P' 



P* P* P' 

Nachdem hiermit für alle Fälle die Identität F(p) = F,(p) bewiesen 
ist, ergiebt sich für die Idealfunction J=nF(p)^ wo p alle natürlichen 
Primzahlen durchläuft, die folgende Zerlegung 

J= GH-, 

hier ist 

P' 

WO sich das Productzeichen 77 auf alle natürlichen Primzahlen p, das 
Summenzeichen 2 auf alle natürlichen Zahlen n bezieht, während 

1 



Ä=77 



l_ip(7r) 



ist, wo das Productzeichen 77 sich auf alle wesentlich verschiedenen Prim- 
zahlen n des Körpers Q bezieht. Wir wollen nun dieses unendliche Product H 
ebenfalls in Form einer unendlichen Reihe darstellen. 

Sobald eine Function yj(n) für alle Primzahlen n \\i Q und zwar so 
definirt ist, dass für alle sechs mit n associirten Primzahlen an immer 
xp{a7i) = yj(7i) wird, so lässt sich die Function xp stets zu einer Function tp(ü}) 
jeder ganzen Zahl co in ^ so erweitern, dass für je zwei solche Zahlen a>i, Wj 
das Gesetz 

V. V^(co,cü2) = rp(cD,)yj((x),) 

gilt; schliesst man noch die beiden leicht zu behandelnden, für uns aber 
gänzlich interesselosen singulären Fälle aus, wo die gegebenen Zahlen 
ip(7i) alle = 1, oder alle = sind, so kann eine solche Erweiterung der 
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Function tp auch nur auf eine einzige Weise ausgeführt werden. Soll 
nämlich das Gesetz V bestehen, so muss zunächst V^(0) = 1/^(0)^^(71), mithin 

VL V^(0) = 

sein; da ferner nach unserer Voraussetzung xpian)^ tp(7i) ist, so muss 
ip(p)\p(7i) = tp(n)^ also 

VIL V/(a) = 1, 

und folglich auch immer 

VIII. tp(a(o) = tp((o) 

sein. Wählt man nun aus jedem System von sechs associirten Primzahlen 
eine bestimmte nach Belieben aus und nennt dieselbe etwa eine primäre 
Primzahl, so ist jede zusammengesetzte Zahl a) von der Form 

CD = a TIi TTa 713 . . ., 

wo a eine bestimmte Einheit, und wo das System der primären Primzahlen 
Tii, 712, n^. .. ebenfalls vollständig bestimmt ist; nach dem obigen Gesetze, 
welches offenbar für eine beliebige Anzahl von Factoren gelten mussi 
ist dann 

IX. yj(a)) = y^(ni)ip(n2)yj(7i^)...^ 

und folglich ist die geforderte Erweiterung der Function tp nur auf eine 
einzige Weise möglich. Dass aber umgekehrt die durch die vorstehenden 
Bestimmungen VI, VII, IX erhaltene Function yj auch dem obigen Multipli- 
cationsgesetze V gentigt, leuchtet unmittelbar ein. Zugleich ergiebt sich 
aus IV für unsere Function ip der Satz 

X. ip(ü)') = ^((of. 

Entwickelt man nun jeden Factor des unendlichen Productes fl, 
in welchem n ausschliesslich alle primären Primzahlen durchläuft, in eine 
geometrische Reihe 



80 nimmt die letztere zufolge der Erweiterung unserer Function «// die Form 

t xpJTi) (//(yr^) i/;(7r^) ^ ^ip(^X 

"^ ~N(7iy "^ iV(7r^> "^ A' (TT^y "^ * " AXtt»)' 

an, wo n den Werth und alle natürlichen Zahlen durchläuft. Multiplicirt 

9» 
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man ferner alle diese, den primären Primzahlen n enteprechenden Reihen, 
80 erhält man 

^ " ^ NW' 

wo CO jede Zahl von der Form 

CO = TlJ» 712- ttJ^.-- 

einmal durchläuft, in welcher tzj, tij, ^3 • • • von einander verschiedene primäre 
Primzahlen, und «„ «2, «3... ganze, nicht negative Zahlen bedeuten. Be- 
denkt man endlich, dass je zwei verschiedene solche Zahlen w auch nicht 
associirt sind, und dass zu jeder Zahl (o sechs associirte Zahlen u = ao) 
gehören, denen dieselbe Norm N(jii) = N((v) und derselbe Werth tp(ji) = v^(ca) 
zukommt, so erhält man das Resultat 

iV(^)" 

WO das Summenzeichen sich auf alle von Null verschiedenen ganzen 
Zahlen fi des Körpers Q bezieht. 

Aus der Definition der Function yj geht hervor, dass tp(/i) immer 
und nur dann = ist, wenn ^ durch eine in der Zahl k aufgehende Prim- 
zahl n theilbar ist; lässt man alle diese verschwindenden Glieder weg, so 
ist die obige Summe nur noch auf alle diejenigen Zahlen jn auszudehnen, 
welche relative Primzahlen zu der Zahl k sind, und yj{^i) ist immer eine 
Potenz von p. Um aber die allgemeine Form aller Zahlen u zu finden, 
für welche rp{fjC) einen vorgeschriebenen Werth 1 oder p oder p^ besitzt, 
bedürfen wir des kubischen Reciprocitätssatzes. 

§ 8. 

Der kubische Reciprocit&tssatz. 

Indem wir die in § 7 begonnene Aufzählung der für unsere Unter- 
suchung wichtigen Eigenschaften des Körpers Q wieder aufnehmen, schreiten 
wir zunächst zu einer schon von Jacobi empfohlenen und auch von Eisen- 
stein benutzten Erweiterung des Symbols 

für alle Fälle, wo ,a relative Primzahl zu So) ist, während bisher ,a als 
Primzahl n vorausgesetzt war; diese Erweiterung ist genau auf dieselbe 
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"^Veise durchzuführen wie diejenige der Function i// in § 7. Wir setzen 
^aher 

-WO a wieder jede Einheit bedeutet; ist ferner die zusammengesetzte Zahl 
^lIb Product von lauter Primzahlen Tr^, tij? ^3..- dargestellt, so setzen wir 

und diese Definition ist eine durchaus eindeutige, weil das vorstehende 
Product ungeändert bleibt, wenn die Primzahlen n durch associirte Prim- 
zahlen an ersetzt werden. Aus den früher erwähnten Eigenschaften des 
einfachen Symbols ergeben sich offenbar für das neue Symbol die Gesetze 

(p'=u^)=(p,(t^)- !.(:-;)=©' 

i[ind wenn /ly das Product aller wesentlich verschiedenen, in fA aufgehenden 
Primzahlen n oder auch irgend eine durch dieses Product theilbare Zahl 
(z. B. fi) bedeutet, so folgt aus 

coi = a;, (mod.,f/o) auch (^) = (^)- 

Unser Symbol ist daher, als Function des Zählers (o angesehen, auch 
jetzt ein Charakter der ^6e/schen Gruppe, welche von den y'(.a) Zahl- 
Iclassen w (mod. fx) gebildet wird. 

Ist nun der Nenner ^ des Symbols associirt mit der dritten Potenz 
dner Zahl v (in Q\ so leuchtet ein, dass für alle ip\ti) Zahlklassen 
40 das Symbol den Werth 1 hat, weil aus u = av^ auch 



(p=(r:.-)=(5)=©'= 



1 



folgt. In jedem anderen Falle giebt es aber unter den höchsten in fi auf- 
gehenden Primzahlpotenzen 71' mindestens eine, deren Exponent e nicht 
^urch 3 theilbar ist, und man kann nach § 7 einen kubischen Nichtrest 
X der Primzahl n so wählen, dass 



= ^' 
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wird; setzt man nun /Lt^vTf^ 8o ist y relative Primzahl zu n% und man 
kann bekanntlich eine Zahl (o^ (mod. fi) durch die Oongruenzen 
cüi = 1 (mod. v), c«! = i (mod. n') 

bestimmen; dann ist co^ relative Primzahl zu /i, und aus den obigen 
Sätzen ergiebt sich 

bezeichnet man nun mit a>o alle diejenigen nach /n incongruenten Zahlen, 
welche der Bedingung 

genügen und offenbar für sich eine Gruppe bilden, so folgt leicht, dass 

(-j = 1 oder p oder y^ 
wird, je nachdem 

CO = cüo oder coy lo^ oder co,, coj (mod. fi) 

ist, und jede dieser drei Arten von Zahlen besteht aus ^(p\u) Zahlklassen 
CO (mod. /Lt). — 

Die durch die Primzahl (1— p) nicht theilbaren Zahlen .a zerfallen 
in Bezug auf die vier Moduln 1— p, (1— P^? (1 — p)^ (1-p)* resp. in 2, 6, 
18, 54 Zahlklassen, welche auf folgende Weise dargestellt werden können 

u= + 1 (mod. l — p), a = a (mod. 3), 

u = a'4r' (mod. 3~3p), u = a.4"*-(4-3p)'» (mod. 9), 

wo jede Einheit, und jeder der Exponenten m, n die Zahlen 0, 1, 2 
durchläuft; aus der letzten Darstellung gehen die anderen successive hervor, 
weil 4-3p = l (mod. 3-3p), 4=1 (mod. 3), a = ±l (mod. 1-p) ist; 
zugleich wird 

W(.a) = au' = 4''" =1 + Qm (mod. 9). 

Legen wir diese Darstellung der Zahlen /ti zu Grunde, so nehmen 
die zuerst von Eisenstein aufgestellten und bewiesenen sogenannten Ergämtmgs- 
Sätze folgende Formen au: 



72 Dedekind, über die Anzahl der Idealklassen in reinen kubischen Zahlkörpern. 

Primzahlen n dar (von denen keine in Z) = — 3&^ aufgehen kann), so folgt 
ans den Definitionen III und IX in § 7 zunächst 

wählt man nun eine Einheit a so, dass a/i = ± 1 (mod. 3) wird und bedenkt, 
dass auch ai6J = ±l (mod. 3) ist, so folgt aus dem allgemeinen iReci- 
procitätssatze 

\ iu / ^ all y^a.by' 
und wir erhalten das Resultat 

.c.o-(-|)-(^), 

afi = ±l (mod. 3), & = 3a6 = 3*+*+^ • a,b,. 

In zweiten Falle, wo K von zweiter Art, also üf = a6 = + 1 (mod. 8), 
und ä^^b^ (mod. 9), also auch o6^^a^= + 1 (mod. 9) ist, ergiebt sich aus 
den obigen Ergänzungssätzen (wo /e, a, m, «, resp. durch a6^±l, 0, zu 
ersetzen sind) 

\ab'J ^' \ ab' J ^ 
und, weil jede Einheit a = +(>'* ist, auch 

Ist nun fi relative Primzahl zu &, so kann man stets 

^t = a(l-p)'^v 

setzen, wo a eine Einheit, und r = 1 (mod. 3), also v relative Primzahl 
zu 3&, mithin auch zu D ist; aus den vorstehenden Gleichungen ergiebt 
sich mit Hülfe des Reciprocitätssatzes 

(JL\ = (.^) f ijZiV f _2L^ ^ (^.) = (^) 
\a6V Va6V\ ab'' / Vfl6V Va6'/ \ v /' 

Gehen wir jetzt zur Bestimmung von v/(a) über, so folgt aus der obigen 
Darstellung von fi mit Rücksicht auf V, VII, II in § 7 zunächst ip(fi) = tpir); 
stellt man ferner die Zahl v als Product tiiTTj^s... von lauter Primzahlen 
dar, von denen keine in D aufgehen kann, so folgt aus III und IX in § 7 

^w=(f)(f)(f)- = (1^). 

und wir erhalten daher das einfache Resultat 

XII. V^(/0 = \~T^J^ wenn k = ab. 
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Bei dem Beweise haben wir eine Reihe von Fällen zu unterscheiden, 
und wir wollen zunächst den Fall p = 3 betrachten, welcher nur dann ein- 
treten kann, wenn der kubische Körper K von erster Art ist; wir haben 
für den Beweis also die Darstellung XI der Function tp zu benutzen und 
dabei zu berücksichtigen, dass ^' = 06 = 3*'^*'-öi6i ist; sodann müssen wir 
die drei Fälle trennen, welche die beiden dort mit u, v bezeichneten Zahlen 
darbieten können. 

Ist erstens «1 = «? = 0, also «i = a, 61 = 6, so ist ab^ ±1 (mod. 3), 
aber es kann nicht ab^^±l (mod. 9) sein, weil hieraus a^b*^ 1, also auch 
a^ = 6^ (mod. 9) folgen würde, was unmöglich ist, weil der Körper K von 
erster, nicht von zweiter Art ist. Man kann daher 

a6'=±4"* (mod. 9) 

setzen, wo m nicht durch 3 theilbar ist, und nach dem ersten Ergänzungs- 
satze ist zugleich 

Da nun q = ab relative Primzahl zu 3 ist, so giebt es bekanntlich immer 
Zahlen ^, welche den beiden Congruenzen 

fi^l (mod. q)^ |a = p"* (mod. 3) 

genügen, und jede solche Zahl fi ist offenbar relative Primzahl zu & = 3}. 
Zufolge der ersten dieser beiden Congruenzen ist die erste, im Satze an die 
Zahl /Li gestellte Forderung erfüllt, und da q = ab durch jede in ab^ auf- 
gehende Primzahl n theilbar ist, so folgt zugleich 

\ab^/ ^ab^y 
Aus der zweiten der vorstehenden Congruenzen folgt femer, dass die Ein- 
heit a = p^'" die in XI geforderte Bedingung a^ = 1 (mod. 3) erfüllt, mithin 
wird 

d. h. die Zahl fi genügt auch der zweiten, im Satze an sie gestellten 
Forderung, w. z. b. w. 

Ist zweitens ti = 1, «? = 0, also a = 3a„ b ^ b^^ k = 9ai6, q = Sa^b^ 
so giebt es, weil a^b relative Primzahl zu 9 ist, Zahlen ^, welche den 
beiden Congruenzen 

^=1 (mod. ai6), a = (4~3p)' (mod. 9) 
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genügen, und jede solche Zahl /ll ist relative Primzahl zu k. Aus der 
^weiten Congruenz folgt ^a ^ 1 (mod. 3), und hieraus in Verbindung mit der 
ersten Congruenz auch ^^l(mod. 9), also ist die erste, im Satze an fi 
l^estellte Forderung erfüllt. Zugleich ergiebt sich, dass die in XI auf- 
tretende Einheit a = 1 gewählt werden kann, und es wird folglich 

Da jede in a^b^ aufgehende Primzahl n auch in dem Modul Gib der ersten 
Congruenz aufgeht, so ist 

und da aus der zweiten Congruenz in Verbindung mit dem vierten Er- 
gänzungssatze (wo I» = 2 zu setzen ist) 

folgt, SO wird auch yj{,u) = p, wie gefordert war. 

Ist drittens ti = 0, r = 1, also a = ai, 6 = 36i, k = 9a6i, q = 3a6i, 
80 werden die Forderungen des Satzes erfüllt, wenn man fi durch die beiden 
Congruenzen 

.a = 1 (mod. a6i), ,a = 4— 3(> (mod. 9) 

1)estimmt. Den Beweis, welcher auf dieselbe Weise wie im vorigen Falle 
SU fuhren ist, dttrfen wir dem Leser tiberlassen. 

Nachdem hiermit der Fall p = 3 erledigt ist, nehmen wir jetzt an, 
^8 sei p verschieden von 3. Um die hierbei auftretenden UnterföUe so viel 
"wie möglich zusammenzufassen, setzen wir e = 1 oder = 2, je nachdem p 
in a oder in 6 aufgeht; dann ist p^ die höchste in ab^ aufgehende Potenz 
^on p. Da p im Körper Q entweder eine Primzahl oder ein Product von 
^wei verschiedenen Primzahlen ist, so kann es in Q keine Zahl geben, 
deren dritte Potenz mit p associirt wäre, und hieraus folgt nach einer 
frtlheren Bemerkung (S. 70), die Existenz einer relativen Primzahl co zu p, 
^welche der Bedingung 



(v) = 



9 



genttgt Mag nan der kubische Körper K von erster oder zweiter, mag 
also k dnrcli 3 theilbar sein oder nicht, immer sind die beiden Factoren p, q 

10» 
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der Zahl k=^pq relative Primzahlen, mithin giebt es immer Zahlen ß^ 
welche den beiden Congruenzen 

^ = 1 (mod. q\ fi^o)^ (mod, p) 

genügen, und jede solche Zahl ^ ist relative Primzahl zu k. Durch die 
erste Congruenz ist die erste, im Satze an fi gestellte Forderung erfüllt, 
wir haben daher nur noch zu zeigen, dass t/;(/t) = p ist, und hierzu müssen 
wir die beiden Hauptfälle von einander trennen. 

Ist &=3ö6, so haben wir die Darstellung XI zu Grunde zu legen. 
Da q durch 3, im Falle «1 + 2© >>0 sogar durch 9 theilbar ist, so folgt aus 
der ersten Congruenz und aus dem vierten Ergänzungssatz zunächst 

und da ausserdem die Einheit a = 1 der Bedingung aiA^Eil (mod. 3) genügt, 
so wird 

^o.)-(„5,-)=(^)(p', 

wo Gib] = cp' gesetzt, also c nicht durch p theilbar ist. Jede in c auf- 
gehende Primzahl n geht daher auch in q auf, und da .a ^ 1 (mod. q) ist, 
so folgt 

(f) = (4-)=i- 

Aus der zweiten, bisher nicht benutzten Congruenz u ^ a>* (mod. p) folgt 
ferner 

(S) = (7) = (7)'=<''.(f)' = '- 

mithin ist auch \p(jii) = p, w. z. b. w. 

Ist aber k = abj so haben wir die Darstellung XII anzuwenden. 
Setzen wir jetzt ab^ = cp% so ist c nicht theilbar durch p, und es wird wie 
in dem vorigen Fall 

rt")=(^)=(f)(f)-=(i)(f )•■=.. 

Der hiermit vollständig bewiesene Satz lässt sich allgemeiner in 
folgender Weise aussprechen. 

XVI. Ist k =^ mn, wo m, n natürliche Zahlen bedeuten^ deren erstere 
m<Ck ist, so giebt es relative Primzahlen u zu k, tc eiche den Bedingungen 

Li ^2 1 (mod. m), V'l^O = 9 
genügen. 



/ 
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Da nämlich it;>l ist, so giebt es mindestens eine in n, also auch 
in k aufgehende natürliche Primzahl f/, and wenn man k=^pq setzt, so 
ist q theilbar darch m; nach dem vorigen Satze giebt es aber Zahlen ^, 
welche den Bedingungen ^ — 1 (mod. q), xp^fx) = q gentigen, und da aus der 
ersteren auch ^ ^ 1 (mod. m) folgt, so ist unser Satz bewiesen. 

§ 9. 

Die Function y ^^^ Gruppencharakter. 

Mit Hülfe der im Vorstehenden bewiesenen Eigenschaften der Func- 
tion \p wird es gelingen, die am Schlüsse von § 7 betrachtete Summe H 
so umzuformen, dass die Bestimmung der Anzahl h der Idealklassen im 
Körper K auf die Theorie der complexen Multiplication der elliptischen 
Functionen zurückgeführt wird. Hierbei werde ich öfter ein Symbol be- 
nutzen, welches mir seit Jahren bei meinen Studien in der Gruppen- und 
Körpertheorie nützliche Dienste geleistet hat. Sind 2(, 33 Complexe von 
Elementen einer Gruppe Ä (in welcher die Gruppenoperation wie eine 
3Iultiplication bezeichnet wird), so soll das Zeichen S135 den Inbegriff aller 
verschiedenen Elemente bedeuten, welche in der Form aß darstellbar sind, 
^0 a jedes Element von 21, ebenso ß jedes Element von 33 durchläuft, 
fiind % 33 selbst Gruppen, also Theiler von Ä (was durch S131 = 21, 
^35 = 33 ausgedrückt wird), so soll das Symbol (21, 33) die Anzahl der 
^on einander verschiedenen Complexe 91/? bedeuten, welche allen Elementen 
>? der Gruppe 33 entsprechen, und aus welchen der Complex 2133 besteht*). 
TDann ist immer (21, 33) = (2), 33), wo 2) den grössten gemeinsamen Theiler 
^er beiden Gruppen 21, 33 bedeutet. Wenn ferner der Complex 21 23 selbst 
«ne Gruppe ist (was durch 2133 = 2321 ausgedrückt wird und immer dann 
«ntritt, wenn ^ eine yl6e/sche Gruppe ist), so ist zugleich (21, 23) = (21, 2133). 
^Endlich erwähne ich noch den Satz (®, ®) = (®, 5) (5, ®), welcher immer 
^It, wenn die Gruppe ® ein Theiler der Gruppe %, und diese ein Theiler 
^er Gruppe @ ist. — 

Nachdem dies vorausgeschickt ist, beschäftigen wir uns mit der Abel- 
«chen Gruppe Ä, deren Elemente diejenigen (p\k) Zahlklassen (mod./r) sind, 



•) Ist Ä die Gruppe aller Permutationen eines Normalkörpers C, und sind A^ B 
^ie zu den Gruppen 81, 33 gehörigen Körper (so dass z. B. A der Inbegriff aller derjenigen 
Zahlen in C ist, welche durch jede Permutation der Gruppe 81 in sich selbst übergehen), 
öo ist das Gruppensymbol (81, 33) identisch mit dem Symbol (i4, ß), welches ich in der 
K^örpertheorie gebrauche (D. § 164. S. 471). 
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in welche die sämmtlichen, im Körper Q enthaltenen, relativen Primzahlen 
zu k zerfallen. Bezeichnen wir mit o wieder den Inbegriff aller ganzen 
Zahlen a>, während ß eine bestimmte relative Primzahl zu k bedeutet, so 
wollen wir die aus allen Zahlen von der Form fi+iok bestehende Zahl- 
klasse kurz die Klasse u nennen, wobei der Repräsentant fi durch jede 
andere Zahl derselben Klasse ersetzt werden darf. Die Gruppenoperation 
besteht in der Multiplication dieser Klassen: multiplicirt man jede Zahl 
der Klasse fXi mit jeder Zahl der Klasse /U^, so sind alle Producte in derselben 
Klasse ^^1.^2 enthalten, welche deshalb auch das Product jener beiden Klassen 
fi^ und 1^2 heissen mag. Die Klasse 1 ist das Hauptelement unserer Gruppe ft 
und bildet für sich allein eine Gruppe; mit Benutzung des oben erklärten 
Symbols wird daher (1, Ä) = (p\k). Um diese Zahl (den Grad der Gruppe ft) 
zu bestimmen, haben wir den in § 7 angegebenen Satz anzuwenden; da k 
rational, also iV(*) = k^ ist, so erhalten wir 



<p'(k) = Ä^/7(l-j^-p, 



WO n alle wesentlich verschiedenen, in k aufgehenden Primzahlen n des 
Körpers Q durchläuft. Bedeutet nun p jede in k aufgehende natürliche 
Primzahl, und bezeichnet man zur Abkürzung mit Po diejenige der drei 
Zahlen 0, +1, welche der Bedingung po^p(mod. 3) genügt*), so liefern 
die in p aufgehenden Primzahlen n zu dem vorstehenden Producte den 
Beitrag 

und folglich wird 

<p\k) = <p(k)cp'\kl 
wo 

y(&) = fti7(l-i), y"(*) = /r/7(l-^) 

gesetzt ist. 

Hier bedeutet (p(Ji) wie üblich die Anzahl derjenigen nach k in- 
congruenten rationalen Zahlen, welche relative Primzahlen zu k sind, also 
die Anzahl derjenigen Zahlklassen unserer Gruppe ^, in welchen sich auch 



*) Offenbar ist p^ identisch mit dem hier zu vermeidenden Symbol \^j von 
Legendre und mit meinem Symbol (— 3, p) (D. S. 637, 655). 



/ 
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rationale Zahlen r befinden; dieselben bilden offenbar für sich eine Gruppe, 
einen Theiler von Ä, den wir mit 31 bezeichnen wollen, und die Bedeutung 
der obigen Zerlegung von (p'(k) kann durch 

(1,91) = (/)(*), (9t, Ä) = <^-(fr) 

ausgedrückt werden, weil (l,ß) = (1, 9i)(9?, Ä) ist. Wir wollen schon jetzt 
bemerken, dass für alle hier in Betracht kommenden Zahlen ft, die nach 
§ 4 aus den Invarianten a, 6 des kubischen Körpers K abzuleiten sind, 
(p"{k) durch 9 theitbar ist. Da nämlich k = 3ab oder = ab ist, je nachdem 
K von erster oder zweiter Art ist, und da ab durch kein Primzahlquadrat 
j>^ theilbar ist, so wird * = c/7p, wo c = 3 oder = 1 ist, je nachdem ab 
durch 3 theilbar ist oder nicht, mithin 

(p"(k) = cn(p-p,). 

Da nun jeder Factor (p—Pn) durch 3 theilbar ist, so leuchtet unsere Be- 

liauptung fllr alle die Fälle ein, wo k durch mindestens zwei verschiedene 

IPrimzahlen p theilbar ist. Wenn aber k nur durch eine einzige Primzahl 

jp theilbar, also (p"(k) = c(p—po) ist, so sind zwei Fälle zu unterscheiden. Ist 

^ von erster Art, also & = 3fl6, so ist p = 3, pg = 0, und da a6> 1 ist, so muss 

^^i6 = 3, & = 9, c = 3, also y"(&) = 3-3 = 9 sein. Ist aber K von zweiter 

^rt, also a^ = 6^(mod. 9), so ist k=^ab=p verschieden von 3, al8op5=l, 

^5=1, und der Symmetrie halber dürfen wir annehmen, es sei a = p, 6 = 1; 

hieraus folgt a^-6^ = (p—po)(p+pn) = O(mod. 9), und da von den beiden 

JFactoren (p-Po)^ (P+Pn) "ur der erste durch 3 theilbar ist, so folgt (p'\k) 

= p— Pü^O(mod. 9). Nachdem hiermit unsere Behauptung für alle Fälle 

-erwiesen ist, wollen wir, wo es bequem erscheint, 

cp"{k) = 9&" 

setzen; die Werthe der hierdurch erklärten natürlichen Zahl k" sind für die 
^«rsten 21 Körper K in der vorletzten Spalte der Tabelle am Schlüsse von 
^ 2 angegeben. 

Wir kehren nun zur Betrachtung der Function xp(jLi) zurück, wo .a 
jede in Q enthaltene relative Primzahl zu k bedeutet. Da tp^fi) nach 
■Satz XIII in § 8 für alle Zahlen ^, welche derselben Klasse (mod. Ar) 
^^DgehÖren, einen und denselben Werth hat, so können wir die Function rp 
"von den Zahlen u auf die Klassen u übertragen, welche die Elemente der 
Oruppe ft bilden, und da (nach V in § 7) fUr je zwei solche Klassen .Uj, 
JL42 und deren Product Ui,u2 das Gesetz V^(.^<i,«2) = VC^OvC^j) gilt, so ist V' 



i 
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ein Charakter der Gruppe Ä (D. § 184. S. 612). Ausserdem wissen wir 
(vergl. den Schluss von § 7), dass rp{u) immer eine Potenz von p ist, also 
keine anderen Werthe als 1, p, p^ annehmen kann; zufolge VII in § 7 
ist nun gewiss v^(l) = 1, und da aus dem Satze XV oder XVI in § 8 (weil 
immer ft>l ist) beiläufig folgt, dass es eine Zahl t giebt, fllr welche 
i//(t) = p, also auch V'(t^) = p^ wird, so nimmt ip(jLi) wirklich alle drei Werthe 1, 
p, p^ an. Bezeichnen wir nun mit ,Mo alle diejenigen Klassen, welche der 
Bedingung V't^») = 1 genügen, so folgt aus dem Multiplicationsgesetz des 
Charakters v^, dass diese Klassen eine Gruppe*) bilden, welche wir im Folgenden 
stets mit % bezeichnen wollen. Behält ferner t die eben festgesetzte Be- 
deutung, so leuchtet ein, dass alle in dem Complex %r enthaltenen Klassen 
^j = jj^T der Bedingung »/'(/t,) = p genügen; umgekehrt, wenn /lc^ der Re- 
präsentant einer solchen Klasse ist, für welche (/;(.a,) = p wird, so kann 
man immer, weil r relative Primzahl zu k ist, eine Zahl /ti so bestimmen, 
dass ,aT = /^i (mod. ft) wird, und da hieraus VC^O = V'C"^) = f/^C^)V^W? 
also yj(/ii) = 1 folgt, so ist die Klasse fi in der Gruppe % der Klassen ^o ent- 
halten, mithin ist der Complex V'o^ der Inbegriff aller verschiedenen Klassen //i, 
welche der Bedingung vC^i) = 9 genügen. Genau ebenso ergiebt sich, dass 
der Complex V'u^^ der Inbegriff aller verschiedenen Klassen ^2 ist, für welche 
tp(jih) = p^ wird, und da jeder der drei Complexe %^ xp^x^ %t^ aus gleich 
vielen verschiedenen Klassen besteht, so ist 

(1, v^o) = iy'(Ä) = 3&>(Ä), (1//0, Ä) = 3, 
weil jede Klasse der Gruppe Ä einem und nur einem dieser drei Complexe 
angehören muss**). 



*) Vertauscht man die beiden Invarianten a, b des Körpers K miteinander, 
wodurch die Function xp in ihr Quadrat übergeht (§ 7, Anm. auf S. 64), so bleibt diese 
Gruppe ipQ ungeändert, d. h. sie ist ebenfalls eine Invariante des Körpers K, 

**) Ist xjj ein beliebiger Charakter einer beliebigen /I6e/schen Gruppe Ä, bedeutet 
ferner ip^ die Gruppe aller derjenigen Elemente von Ä, für welche ip = l wird, und 
setzt man (ip^, j?) = «, so ist n zugleich die Anzahl aller verschiedenen Werthe von i/j^ 
und diese Werthe tp sind die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (/;••= 1 ; zugleich ist 
Si =^ ipo% wo ^ eine Periode, d. h. eine Gruppe bedeutet, welche aus den Potenzen 
eines einzigen Elementes t besteht. Umgekehrt, wenn jf = §$ ist, wo ^ und ^ 
Gruppen bedeuten, deren letztere ^ eine Periode ist, so giebt es, wenn (^, Ä) = (^, ^) 
= n gesetzt wird, genau y(w) verschiedene Charaktere ip der Gruppe Ä, welche der Be- 
dingung xp^ =z ^ genügen. — Ist ferner 21 eine in Si enthaltene Gruppe, so ist die 
über alle Elemente a von 21 ausgedehnte Summe ^</^(a) immer und nur dann = 0, 
wenn 21 kein Theiler von % ist. 
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wir wollen vorläufig diese Form eines dreigliedrigen Moduls beibehalten 
und erst später die ZurllckfUhrung auf einen zweigliedrigen Modul mit 
irreducibeler Basis betrachten. Die Theorie dieser Moduln ä^, welche ich 
die Wurzeln der Ordnung k^ = 0&+[l] = [1, Ap] genannt habe, ist in Dirichletü 
Vorlesungen über Zahlentheorie ausführlich dargestellt (§ 181. S. 622-627 
der dritten, und § 187. S. 651—657 der vierten Auflage), und ich werde 
mich später auf diese Darstellung berufen; für unseren nächsten Schritt ist 
aber diese Theorie noch entbehrlich. Offenbar sind zwei solche Moduln /r^, k^ 
stets und nur dann identisch, wenn die beiden Zahlen ,a, v (die immer als 
relative Primzahlen zu k vorausgesetzt werden) denselben Klassencomplex 
gia = 3lv erzeugen, und folglich ist die Anzahl (p"(k) aller verschiedenen, 
in Ä enthaltenen Complexe dir zugleich die Anzahl aller verschiedenen 
Moduln ky. Setzen wir nun zur Abkürzung 

wo l alle Zahlen des Moduls ky mit einstiger Ausnahme der Zahl Null und 
zwar jede solche Zahl nur einmal durchläuft, so enthält diese Summe alle 
Glieder der in § 9 mit S(ßy) bezeichneten Summe und ausserdem unendlich 
viele andere Glieder; aber wir wollen beweisen, dass trotzdem 

6H= 2ip{v)S(my) = 2xp{y)S{ky) 
ist, wo die zweite Summe JS auf alle (p'\k) verschiedenen Moduln ky aus- 
zudehnen ist. 

Um den Gang des Beweises, welcher auf dem Satze XVI in § 8 
beruht, nicht zu unterbrechen, schicken wir folgende Betrachtungen über 
gewisse Theiler der Gruppe ß voraus. Ist k = mn, wo iw, « natürliche 
Zahlen bedeuten, so ist jede relative Primzahl jtt zu k von selbst auch 
relative Primzahl zu m, und wir wollen den Inbegriflf aller derjenigen von 
diesen Zahlen /t, welche =f 1 (mod. m) sind, mit 9i bezeichnen; derselbe 
besteht offenbar aus einer gewissen Anzahl von Zahlklassen (mod. A), welche 
eine Gruppe, einen Theiler der Gruppe Ä bilden. Umgekehrt, wenn eine 
gegebene Zahl cd relative Primzahl zu m ist, so folgt hieraus im Allgemeinen 
zwar noch nicht, dass co auch zu k relative Primzahl ist, aber man überzeugt 
sich leicht*), dass es immer Zahlen giebt, welche = lo (mod. m) und zu- 

*) Die Congruenz w^^w (mod. m) ist (nach D. § 180. IL S. 568) vereinbar mit 
ü), ^ 1 (mod. x), wo X das Product aller Primzahlen n bedeutet, die in A, aber nicht 
in m aufgehen. 
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gleich relative Primzahlen zu k sind, und wenn w^ irgend eine bestimmte 
solche Zahl bedeutet, so wird ihre Gesammtheit durch den in der Gruppe Ä 
enthaltenen Klassencomplex ^w^ dargestellt; wendet man daher das in § 9 
erklärte Gruppensymbol an, so so wird 

weil zu jeder der (p'(rn) Zahlklassen w (mod. m) ein und nur ein Complex 
^0), gehört, und weil (1, S«) (S«,ß) = (1,S) = (p'(k) ist.*) 

Bedeutet nun ^ wie bisher die Gruppe aller derjenigen (p(k) Klassen 
in Ä, in welchen sich auch rationale Zahlen r befinden, so leuchtet ein, 
dass die Gruppe di^l aus lauter solchen Klassen besteht, deren Zahlen 
nach dem Modul m mit rationalen Zahlen congruent sind; umgekehrt, wenn 
jii relative Primzahl zu k und zugleich = z (mod. m) ist, wo ss rational, so 
ist z gewiss relative Primzahl zu m, man kann daher eine ebenfalls rationale 
Zahl r, welche zugleich relative Primzahl zu k ist, so wählen, dass r = a 
(mod. m), also auch ,a = r (mod. m) wird, und hieraus folgt nach dem Obigen, 
dass u in einer Klasse des Complexes 92r, also auch in einer Klasse der 
Gruppe 9t 9i enthalten ist. Mithin ist diese Gruppe 9191 der Inbegriff" aller 
derjenigen Klassen in ß, deren Zahlen nach dem Modul m mit rationalen 
Zahlen congruent sind, und es ist auch leicht, den Grad dieser Gruppe, 
d. h. die Anzahl (1, dt3t) der in ihr enthaltenen Klassen zu bestimmen. 
Da nämlich (p(fn) die Anzahl derjenigen nach m incongruenten rationalen 
Zahlen s ist, welche relative Primzahlen zu m sind, und da jeder dieser Zahlen « 
ein Complex 9ir von (1, 9i) Klassen in 9t9i entspricht, deren Zahlen /t = a 
(mod. m) sind, so ist 

(1, 9t9l) = K-) (1, 9Z) = </= (•») ^1} = ^• 

Da ferner (1, dt) (% 9J$«) = (1, 9i9l), und (1, 9i) = </)(ä) ist, so ergiebt sich 
zugleich 

Zu denselben Resultaten gelangt man auch, wenn man bedenkt, dass 

*) Dieselben Sätze wiederholen sich in der Zahlentheorie jedes endlichen 
Körpers Q bei der Vergleichung der Zahlklassen, die sich auf irgend ein Ideal t be- 
ziehen, mit den Zahlklassen, die sich auf ein in I aufgehendes Ideal m beziehen. 
Ist ß der Körper der rationalen Zahlen, so bilden die entsprechenden Sätze eine 
wesentliche Grundlage für die gesammte Theorie der Kreistheilung. 

11* 
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(Sfl, ?R9i) = (9t, 91) = (^, 5R) ist, wo 2) den grössten gemeinsamen Theiler der 
Gruppen 31, 9i bedeutet; denn jede in 2) enthaltene Klasse wird durch 
eine rationale Zahl r repräsentirt, welche relative Primzahl zu k und zu- 
gleich == 1 (mod. m) ist, mithin ist ihre Anzahl 

und da 

(i,2))(S),9i)=(i,iÄ)=^;^| 

sein muss, so ergiebt sich für (S), 9i), also für (9t, 9i9l) wieder der obige 
Ausdruck. 

Aus der eben festgestellten Bedeutung der Gruppe 3191 ziehen wir 
endlich noch folgenden Schluss. Ist w wieder eine gegebene relative Prim- 
zahl zu «1, und bedeutet coi wie oben eine bestimmte relative Primzahl 
zu /r, welche ^cü(mod. w) ist, so war 9la), der Complex aller der Klassen 
in Ä, deren Zahlen ebenfalls Eii(o(mod,m) sind; ebenso leuchtet jetzt ein, 
dass 9fl9la;i der Complex aller der Klassen in Ä ist, deren Zahlen ^ssw 
(mod. m) sind, wo s alle rationalen relativen Primzahlen zu m durchläuft. 

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns zum Beweise des oben 
ausgesprochenen Satzes über die Umformung der Summe 6Ä. Wir heben 
zunächst die charakteristische Eigenschaft aller in den Moduln k^ enthaltenen 
Zahlen X hervor, welche darin besteht, dass der grösste gemeinsame Theiler 
von k und X immer eine natürliche Zahl ist. Da nämlich X^^xv (mod. &), 
und X rational, ferner v relative Primzahl zu k ist, so ist der rationale 
(positiv genommene) grösste gemeinsame Theiler n der beiden rationalen 
Zahlen A, x auch derjenige von k und xv , also (nach D. § 180. S. 566) 
auch derjenige von k und i; setzt man daher k=^mn^ so wird i = co«, wo 
ü) relative Primzahl zu m ist. 

Umgekehrt, wenn eine solche Zahl X=(on gegeben ist, so suchen 
wir alle Moduln A^, in denen X enthalten ist. Die erforderliche und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass X in k^ enthalten sei, besteht in der Existenz 
einer rationalen Zahl Xj welche der Congruenz xv:^X = wn (mod. &) genügt, 
und da k = mn^ und r relative Primzahl zu k ist, so muss zunächst x durch n 
theilbar, also x=^ny sein; hieraus folgt yv^uo (mod, m), und weil cü relative 
Primzahl zu m ist, so gilt dasselbe auch von der rationalen Zahl y\ es 
giebt daher rationale Zahlen a, welche der Congruenz y s = 1 (mod. m) 
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genügen, und hieraus folgt v — zw (mod. m); zufolge der obigen Bemerkung 
muss daher v einer Klasse des Complexes ^SSlto^ angehören, wo co, wieder 
eine relative Primzahl zu k bedeutet, welche ^ co (mod. m) ist, und um- 
gekehrt leuchtet ein, dass dann die Zahl X wirklich in dem Modul k^ ent- 
halten ist, weil aus v = »co (mod. m) rückwärts yv^ü) (mod. m), xy .^ co» = >t 
(mod. &) folgt, wo y»^l (mod. in) und x^ny ist. Mithin ist der Gomplex 
SlSficüi der Inbegriff aller derjenigen Zahlklassen v, welche die Eigenschaft 
haben, dass die gegebene Zahl X^= wn in dem Modul ky enthalten ist*), 
und die Anzahl dieser verschiedenen Moduln A^, d. h. die Anzahl der in dem 
Complexe 919?ü>, enthaltenen verschiedenen Complexe Sli^, ist = (Sfl, 9191) 
= (p'Xk) : y" (m). Wir haben nun zwei wesentlich verschiedene Fälle zu be- 
trachten. 

Ist die gegebene Zahl X selbst relative Primzahl zu A, so ist n = 1, 
m = Ä, 91 = 1; die Zahl i tritt daher nur in einem einzigen Modul A^ = ft^ 
auf und erzeugt nur ein einziges, mit dem Coefficienten t//(Ä) behaftetes Glied 
iV(Ä)~', und dieses Glied findet sich ebenso in der ersten, wie in der zweiten 
Summe, deren Identität wir zu beweisen haben. 

Ist aber l nicht relative Primzahl zu A, ist also « > 1, m<Ck, so 
liefert X gar keinen Beitrag zu der ersten Summe; da aber die Zahl X in 
(fR, 9191) verschiedenen Moduln ky enthalten ist, so liefert sie zu der zweiten 
Summe ebenso viele Beiträge V^(^)iV(i)""'; um daher auch für diesen Fall 
die Identität der beiden Summen und hiermit unseren Satz zu beweisen, 
brauchen wir nur noch zu zeigen, dass die über alle diese Moduln ky er- 
streckte Summe 2yj(y) = ist. Hierzu berufen wir uns auf den Satz XVI 
in § 8, den wir nach unserer jetzigen Bezeichnung offenbar so aussprechen 
können, dass es in der Gruppe 9i eine Zahlklasse fi giebt, für welche 
\ff(^^) == p, also nicht = 1 wird. Die Gruppe 91 ist daher kein Theiler**) der 
in § 9 definirten Gruppe i/A)? und folglich ist der grösste gemeinsame 
Theiler (£ dieser beiden Gruppen ein echter Theiler von 9i, d. h. @ ist ver- 
schieden von 91, mithin (©, 9i) = (v^o, 9?) = (V'ü, V'o9i)>l, und da 
(Vü, ^^091) (V'.i9l, Ä) = (V^o, Ä) = 3 sein muss, so folgt (@, 9?) = 3, (und 

•) Dasselbe ergiebt sich auch aus dem leicht zu beweiseuden Satze 0« — k^ = nmy, 
wo on — ky das kleinste gemeinsame Vielfache der beiden Moduln c, ky und my = om-f [v] 
= Ak»», ist. 

**) Vergl. den Schluss der zweiten Anmerkung zu § 9 auf S. 80, worin das 
Wesen des obigen Beweises eothalten ist. 
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{ipii% Ä) = 1, also %^ = Ä). Mithin besteht die Gruppe 91 aus den drei 
verschiedenen Complexen @, @//, @.a^ und fUr die in ihnen enthaltenen 
Klassen nimmt der Charakter v resp- die Werthe 1, p, p^ an, während 
i^(a') == ip{,uy = 1, also @/t^ = @ ist. Bedenkt man ferner, dass die Gruppe 
iR (nach § 9) ein Theiler der Gruppe Vu? also die Gruppe 31® ein gemein- 
samer Theiler der beiden Gruppen v^,,, 9t 9i ist*), so ergiebt sich ebenso, 
dass die Gruppe 9i9i aus den drei verschiedenen Complexen 9t@, SlS^i, 
9i@^^ und folglich der Complex St^lcoi aus den drei verschiedenen Com- 
plexen 9l@ü>i, JRSiicü,, Slfö^t^cüi besteht. Zerlegt man nun die Gruppe 
91® in lauter verschiedene Complexe von der Form 91« (deren Anzahl 
offenbar = y"(/r) : 8y"(m) ist), so ist hiermit auch der Complex StS'iaii in 
lauter verschiedene Complexe ?Rr zerlegt, und zwar hat v alle Klassen 
€a>i, Buüj^^ BjLi^w^ zu durchlaufen, welche den verschiedenen Klassen e ent- 
sprechen. Hiermit sind zugleich alle Moduln k, gefunden, in denen die 
Zahl l enthalten ist; vereinigt man nun immer die drei Klassen v^ welche 
derselben Klasse e entsprechen, und bedenkt man, dass rpieo^x) = V^(^i), 
i//(f,aa}i) = py/(cüi), tp{B/ii^(x)^) = ()'^ip{ü)^\ und folglich die Summe dieser drei 
Werthe = ist, so ergiebt sich, dass auch die über alle Klassen y erstreckte 
Summe ^ip{y) = ist, und hiermit ist unser obiger Satz vollständig be- 
wiesen. — 

§ 11. 

Binäre quadratische Formen. 

Die sämmtlichen (p"(k) verschiedenen Moduln ky = o*+[i^] sind 
(nach D. § 187. S. 651—657) dadurch vollständig charakterisirt, dass sie 
die Ordnung ä^ = [1, Äp] haben und der Bedingung oA^ = o genügen, und 
da k^ky = k^y ist, so bilden sie hinsichtlich ihrer Multiplication eine Abelsche 
Gruppe, Da ferner unsere Function tp für alle diejenigen in einem solchen 
Modul ky enthaltenen Zahlen, welche relative Primzahlen zu k sind, den- 



*) Offenbar ist SR® der grösste gemeinsame Theiler von xp^^ SR 31, und dieser 
Satz gilt allgemein für irgend welche Theiler xp^, 9fi, 31 einer beliebigen Abelacheu Gruppe 
Ä, wenn fH Theiler von V^» ^°d 6 der grösste gemeinsame Theiler von t//,,, 31 ist. 
Bedient man sich einer kürzlich von mir vorgeschlagenen Ausdrucksweise (§ 4 des Auf- 
satzes „lieber Zerlegungen von Zahlen durch ihre grössten gemeinsamen Theiler^ in der 
Festschrift zur Braunschweiger Naturforscher-Versammlung 1897), so ist diese Eigenschaft 
80 auszusprechen, dass die sämmtlichen Theiler einer beliebigen Abehchen Gruppe immer 
eine Dualgruppe vom Modultypus bilden. 
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selben Werth besitzt, so kann man sie von den Zahlen oder Zablklassenv 
auf die Modaln ky eindeutig tibertragen, indem man \p{k^=^xfj(y) setzt; aus 
der Eigenschaft V^(l^y) = ^(,l^)^{y) folgt dann yj{k^ky) =^ \ij(k^^) = xp^iMv) ^ 
tp(k^)i/j(ky\ mithin ist ip jetzt auch ein Charakter der eben genannten Gruppe 
aller Moduln ky. Zugleich wird 

6H==:Syj(ky)S(iky), 

wo die Summe 2 Über alle ^"(k) Moduln ky auszudehnen ist, und hier ist 

wo X alle Zahlen des Moduls ky (mit Ausnahme der Null) zu durch- 
laufen hat. 

Bezeichnet man nun die Moduln ky mit t„ fi, fa, je nachdem 
\p(ky) = ip(y) = 1, p, p^ ist, so nimmt der obige Ausdruck die Form 

6jy= SS(t,;)+QSS(t,)+Q'2S(t,) 
an, wo die erste, zweite, dritte Summe resp. über alle Moduln l,„ f„ tz aus- 
zudehnen ist. Die Moduln ti bilden für sich eine Gruppe, welche offenbar 
der Gruppe xpa in § 9 entspricht, und wenn man wieder (p"(k) = 9k" setzt 
(wie in § 9), so ist ihre Anzahl = 3ä", und ebenso gross ist die der Moduln f^, 
wie die der Moduln fj. 

Da zwischen den in §§ 6, 7 erklärten Functionen J, G, H der Variabein« 
die Relation J=^GH besteht, und da Jund G durchaus reell sind, so gilt 
dasselbe auch für Ä; hieraus folgt, dass in dem vorstehenden Ausdruck 
SS{1,) = -SS(f2), und folglich 

6£r=-2:s(tO--2:s(fO 

sein muss. Dasselbe bestätigt sich leicht auf folgende Weise. Ist v relative 
Primzahl zu der rationalen Zahl A, so gilt dasselbe von der mit v conjugirten 
2ahl I'', und die beiden Moduln *^ = o&+M, ä^, = o/r+[i^'] sind ebenfalls 
mit einander conjugirt, d. h. jede Zahl l des Moduls ky ist conjugirt mit 
«iner Zahl i' des Moduls A^,, und umgekehrt. Da nun iV(i) = iV(Ä'), so 
ist auch S{ky) — S(k^)] da ferner i/;(i/') = ?/;(i/y ist (nach § 7. X), so wird, 
je nachdem ky ein Modul t), fi, ^2 ist, ky, ein Modul t, I2, fi sein*); die 
Moduln fi sind daher die sämmtlichen mit den Moduln fi conjugirten Moduln, 
mind folglich ist -^S(I,) = -2'S(f,), w. z. b. w. 



*) Dasselbe ergiebt sich auch aus dem Satze kyky = kyy = A^, welcher daraus 
f^olgt, dass die Zahl vr' rational ist, also einer Klasse der Gruppe SR angehört (vergl. 
J). S. 645, 653). 
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Eine zweite Vereinfachung ergiebt sich aus der Betrachtung der 
äquivalenten Moduln ky. Die sämmtlichen mit der Ordnung ki äquivalenten 
Moduln k^ sind (nach D. S. 655) von der Form aAj, wo a alle Einheiten 
±1, ±p7 ±Q^ durchläuft, und da jeder Modul durch Multiplication mit (— 1) 
in sich selbst übergeht, so sind nur die drei Moduln 

k, = 0Ä+[1], Qk, = o/r+M = *„ Q'k, = oÄ+[p^] = Ä^, 

zu betrachten; diese drei äquivalenten Moduln sind aber wirklich von 
einander eerschieden^ weil Ä>1 ist, und weil folglich die drei Klassen- 
complexe % 9ip, ?Rp^ verschieden sind. Bezeichnet man mit @ die Gruppe 
der durch die sechs Einheiten a repräsentirten Klassen (welche alle ver- 
schieden sind, weil ft>2 ist), so haben 9? und @ die beiden Klassen ±1 
gemein, und die Gruppe 91® besteht aus den drei Complexen 91, 91 p, 9l(>^; 
zugleich ist (91®, Ä) = 3&", und man erkennt leicht, dass jedem Complex 
^®v ein Tripel von drei verschiedenen Moduln 

entspricht, welche mit einander, aber mit keinem anderen Modul äquivalent 
sind. Da nun, wenn l alle Zahlen in k^ durchläuft, ()X alle Zahlen in Qk^^ 
und pU alle Zahlen in p'&, durchläuft, so folgt S(*0 = S(k^^) = S(k,^.), weil 
iV(Ä) = iV(pi) = A^(pU) ist; da ausserdem i/;(a) = 1, also V^(^v) = V'(A:^^) 
= tp(ky^,) ist, so gehören je drei solche äquivalente Moduln entweder alle 
zu den Moduln l^, oder alle zu den Moduln f^, oder alle zu den Moduln tj« 
Behält man daher von je drei Moduln ^^, A^^, k^^, immer nur einen bei, so 
geht unsere obige Gleichung in 

2Ä=-2"S(t,)-^'S(I,) 
über, wo die Summationen -2" auf alle nicht äquitalenten Moduln I,;, fi aus- 
zudehnen sind; jede dieser beiden Summen besteht daher aus k" Gliedern. 

Die Anzahl aller nicht äquivalenten Ordnungswurzeln k^ ist daher 
= 3k'\ und ebenso gross ist (nach D. S. 656) die Anzahl aller derjenigen 
nicht äquivalenten endlichen Moduln m des Körpers Qj deren Ordnung 
m" = kl = [1, k(f] ist. Dies beruht wesentlich darauf, dass alle Ideale (und 
Idealbrüche) des Körpers Q (d. h. alle Moduln von der Ordnung o) nur 
eine einzige Klasse bilden, also äquivalent sind, oder dass, was dasselbe 
sagt, je zwei Zahlen i?, des Körpers Q stets (und zwar auf sechs ver- 
schiedene Arten) in die Form t] = aJ, = ß^ gesetzt werden können, wo 
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sein soll, und demgemäss soll a die eratSy ß die zweite Basiszahl von k^ 
heissen; zufolge dieser Bezeichnung wird gleichzeitig 

K = [«, ß] = [-«, ^/3] = [/?, -«] = [-/5, «], 
und die allgemeinste Darstellung ist 

*. = [«1, ßil «1 = aa + cß, ß,^ba + dß, 
wo a, 6, c, rf vier ganze rationale Zahlen bedeuten, die der Bedingung 

ad—bc = 4-1 
genügen*). Führt man die mit a, ß conjugirten Zahlen a\ /?' ein, so ist der 
mit k^ conjugirte Modul 

*. = [«', -ß'l 
Benutzt man ferner die bekannte Bezeichnung für die Zusammensetzung 
der Substitutionen (D. § 55. S. 134), so wird 






und wenn man die Determinanten nimmt, so drückt sich die obige Unter- 
scheidung zwischen der ersten und zweiten Basiszahl durch die Gleichung 

aß'^ßa' = äCp'-p) = -*(H-2(>) = - kV^ 

aus, welche zugleich lehrt, wie aus a, ß rückwärts die Zahl ft, also auch 
die Ordnung A, = [1, Ap] des Moduls [«, ß] zu bestimmen ist. 

Zufolge dieser letzten Bemerkung gilt auch die folgende Umkehrung: 
wenn zwei relative Primzahlen «, ß der vorstehenden Bedingung aß'—ßa' 
= Ä(p^— p) genügen, so ist der Modul f = [«,/?] gewiss eine Wurzel der 
Ordnung A, = [1, Ap]. Da nämlich aß'--ßa' nicht verschwindet, so folgt 
zunächst, dass die Basis a, ß irreducibel ist, mithin besitzt I (nach D. S. 642) 
eine Ordnung f'^ von der Form [1, iwp], wo m eine natürliche Zahl ist; da 
ferner a, /3 relative Primzahlen sind, so folgt of = o, mithin ist f (nach 
D. S. 651—652) eine Wurzel der Ordnung I", und hieraus folgt nach der 
obigen Untersuchung, dass cf/3'— /?«' = m(p' — p), also m = A, r = [l,Ap], 
mithin f einer der Moduln A^ ist, w. z. b. w. 

Hat man nun eine bestimmte Basis a, ß des Moduls ky gewählt, so 

ist jede in ky enthaltene Zahl k stets und nur auf eine einzige Weise in 

der Form 

l = ax-^ßy 

*) Die Zahlen a, 6 sind natürlich nicht zu verwechseln mit den Invarianten 
des kubischen Körpers K in §§ 2 — 9. 
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dem Modul k^ entspricht Dieselbe Formenklasse entspricht aber auch den 
beiden anderen, mit k^ äquivalenten Moduln 

^ k^^ = p&, = [«p, ß(fl Ar^,. = qX = [a()\ ßg"], 
weil die Zahlen A^ ß, C offenbar ungeändert bleiben, wenn a, ß resp. durch 
«(>, /3p oder durch «p^, /3p^ ersetzt werden; es ist daher 5„ = 5^p = 5ro*- 

Umgekehrt, wenn irgend eine positive ursprüngliche Form (^, ^B^C) 
von der Discriminante 

gegeben ist, so fragen wir, ob es eine Basis a, ß eines Moduls ky = [a, ß] 
giebt, welcher diese Form im obigen Sinne entspricht. Um dies zu unter- 
suchen, betrachten wir die beiden conjugirten, offenbar ganzen Zahlen 

welche mit -4, ß, C, k durch die Gleichungen 

0+0' = B, 0& = AC, 0'-0 = -*(l+2p) 

verbunden sind, Soll nun die gegebene Form der Basis a^ß entsprechen, 
so ist erforderlich und hinreichend, dass a, /? relative Primzahlen sind, 
welche den obigen Bedingungen aß'-^ßa' = — A(l4-2p), aa' = A^ aß'+ßa'=B^ 
ßß' = C, also den Bedingungen 

aa! = A, ßa = 0, aß' = 0', /?/i' = C 

gentigen. Durch die beiden ersten, und ebenso durch die beiden letzten 
dieser vier Bedingungen ist zunächst das Verhältniss der beiden gesuchten 
relativen Primzahlen a, ß aus den gegebenen Zahlen A^ 0, 0', C vollständig 
zu bestimmen in den beiden Formen 

ß_ e _ c 

welche vermöge der Relation AC=^ 00' mit einander übereinstimmen. Offen- 
bar giebt es immer nur sechs verschiedene solche Paare von relativen 
Primzahlen a, /i; denn die beiden gegebenen Zahlen A^ besitzen im 
Körper Q sechs verschiedene associirte grösste gemeinsame Theiler y, und 
jeder von ihnen liefert ein entsprechendes Zahlenpaar 

7 7 

Hat man nun eine bestimmte Wahl über y, also auch über a, /? getroffen, 
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darch «', — /3', so gehen die drei Zahlen A^B^C resp. in A^^B^C über, 
also entsprechen diesen Basen der Moduln k^^ ky. die beiden entgegengesets^ten 
Formen (-4,4^/?, C) und (-4, — ^Ä, C); zugleich ist /r^.^« mit k^.^^ und ebenso 
ky,^ mit ky^t conjugirt, und zwei solchen conjugirten Tripeln entsprechen 
zwei entgegengesetzte Formenklassen ^^^ und x^y.. 

Hinsichtlich der Auswahl der Basen a^ß und der entsprechenden 
Formen (^,^ß, C) erwähnen wir zwei verschiedene Regeln, deren jede 
sich durch besondere Vorzüge empfiehlt. Die eine besteht darin, dass man 
(nach D. § 187. S. 652—655) für die erste Basiszahl a eine natürliche 
Zahl nt wählt; setzt man dann die zweite Basiszahl ß = t+n(fy so wird 
immer mn = Ar, und die entsprechende Form hat die Coefficienten 

A = m\ B = m(2/-fi), C = t'-tn+n'] 

diese Formen bilden einen speciellen Fall derjenigen Formen, welche 
Gauss in den Artikeln 254, 255 der Disquisitiones Arithmeticae betrachtet 
(vergl. D. §§ 150, 151). Nach der zweiten Regel wählt man die Basis 
immer so, dass ihr eine sogenannte reducirte Form (^4, ^ß, C) entspricht^ 
in welcher absolut genommen B^A^C^ und welche aus der ersten 
Form leicht abzuleiten ist (Art. 171 der Disqu. Arithm. oder D. § 164). 

Wir erinnern noch daran, dass (nach D. § 187) der Mulliplication der 
Moduln^ welche durch k^ky = k^y ausgedrückt wird, die Composilion der 
Formenklassen x^^j^y = ^J/ik entspricht, und knüpfen hieran die folgende Be- 
trachtung. Da jeder Formenklasse %y ein und nur ein Tripel von Moduln 
*r, ky^^ ky^t entspricht, welche denselben Charakter xp(y) haben, so kann 
man diesen Charakter eindeutig auf die Formenklasse übertragen, indem 
man ip(^^) =z ip(ky) == xp(v) setzt, und da hieraus V^(f5^f50 = V'(5/i)V^(5K> 
folgt, so ist jetzt yj ein Charakter der Abelschen Gruppe $, welche aus 
den 3k" Formenklassen fj besteht. Wir haben oben mit fu alle diejenigen 
Moduln ky bezeichnet, deren Charakter tp(ky) = 1 ist; sie bilden eine aus^ 
*" Tripeln bestehende Gruppe, und ebenso bilden die zugehörigen Ar" 
Formenklassen eine Gruppe @, welche wieder der Gruppe t/^o in § 9 ent- 
spricht; zugleich ist (@, ^) = 3, und wenn man mit fj^ eine bestimmt ge- 
wählte Formenklasse bezeichnet, deren Charakter = q ist, so besteht die 
Gesammtgruppe ^ der 3&" Formenklassen aus den drei Complexen ®, 
®gi^ = @j, ®^l == @2, denen resp. die Charaktere 1, p, p^ zukommen. In 
welcher Beziehung steht nun diese Gruppe ® zu unserem kubischen Körper K? 



\ 
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Wollen wir aber die Bedeutung der quadratischen Formen für den 
kubischen Körper K hervorheben, so erinnern wir uns daran, dass (nach § 5) die 
natürliche Primzahl p, je nachdem ab^ kubischer Rest oder Nichtrest von p 
ist, im Körper K durch drei verschiedene Primideale ersten Grades theilbar 
oder selbst eine Primzahl dritten Grades ist, und erhalten den folgenden*) 

Satz. Bedeutet D die Grundstahl eines kubischen Körpers K, so ist 
die Anzahl der Klassen^ in welche die ursprünglichen binären quadratischen 
Formen von der Discriminante D zerfallen^ ein Vielfaches eon 3, und ein 
Drittel dieser Klassen bildet eine durch folgende Eigenschaft charakterisirte 
Compositionsgruppe &: Bedeutet pjede, in D nicht aufgehefide, natürliche Prim" 
zahl, f>on welcher D quadratischer Rest ist, so wird p im Körper K durch 
drei verschiedene Primideale theilbar oder selbst eine Primzahl sein, je nach-' 
dem p durch eine Form der Gruppe ® darstellbar ist oder nicht. 

Auf einem der Papiere aus. dem Nachlasse von Gauss, welche mir 
— wahrscheinlich im Jahre 1860 — zur Ansicht, aber nicht zur Heraus- 
gabe mitgetheilt wurden, befand sich eine Bemerkung ttber kubische Reste, 
welche nach meiner Abschrift folgendermassen lautet: 

Obseruatio venustissima indnctione facta. 

2 est Residuum vel non residuum cubicum numeri primi p formae 
3ii+l, proul p repraesenlabilis est per formam 

xx+21yy 
tel A:xx+2xy'\-lyy. 

3 est Residuum vel non residuum, prout p repraesenlabilis est per 

xx+24tByy aut 4:xx-{'2xy+6lyy 
vel 7xx+ßxy+36yy aut 9xx+6xy+28yy. 



ö e»t Residuum 




Nonresiduum 


(1, 0, 675) 1 


si 


(7, 2, 97) 


(25, 0, 27) 


P 


(9, 3, 76) 


(13, 1, 52) 


repriie- 


(19, 3, 36) 


(4, 1, 169) 


senta- 


(25, 5, 28) 




lur per 


(25, 10, 31) 
(27, 9, 28) 



*) Die Form, in welcher ich diesen Fundamentalsatz hier ausspreche, ist so gewShlt, 
dass sie, wie ich glaube, für alle kubischen Körper ohne Ausnahme, selbst ffir die Ereis- 
körper gift; den aligemeineu Beweis dieses Satzes zu finden, ist mir aber bisher nicht 
gelungen. Dagegen bietet die Zerlegung aller anderen Primzahlen p in Primideale keine 
erhebliche Schwierigkeit dar. 
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zahl n im ersten Falle nnd nur in diesem durch die Hauptform (1, 0, 2 
=^ xx+27yy darstellbar ist; wenn aber 2 kubischer Nichtrest von n ist, 
muss n durch die beiden anderen reducirten Formen (4, ± 1, 7) = 4a?aj + 2i 
+ 7yy der Determinante —27 oder der Discriminante —108 darstellbar se 
Hiermit ist der obige Satz vollständig bewiesen, und man überzeugt si 
leicht, dass er mit unserer allgemeinen Theorie übereinstimmt, weil ( 

3 

Invarianten des durch die Zahl y2 erzeugten kubischen Körpers K^ die Zahl 
2 und 1 sind, woraus & = 6, ä" = 1 folgt. 

Unterhalb 100 giebt es nur zwei Primzahlen n oder p, von den 
die Zahl 2 kubischer Rest ist, nämlich 

31 = 2- + 27.r, 43 = 4^27. r, 
und wenn t eine willkürliche Zahl bedeutet, so ist 

^»2 nz (/-4)(/-7)(/+ll) (mod. 31), 
e^2 = (<+9)(/+ll)(/-20) (mod. 43), 

wie man leicht mit Hülfe des Canon Arithmeticus von Jacobi findet. 

Gehen wir jetzt zu den beiden anderen Sätzen über, um sie eb( 
falls mit unserer Theorie zu vergleichen, so ist es auch hier zweckmäsa 
zu jeder der von Gauss angegebenen reducirten Formen, falls sie nicht ei 
zweiseitige (eine forma anceps) ist, die entgegengesetzte Form hinzuzufUg 
In dem zweiten Satze, der von dem kubischen Charakter der Zahl 3 handi 
ist das Formensystem der Determinante —243 ausserdem noch durch ( 
beiden oben fehlenden Formen (13, ± 2, 19) zu ergänzen, und wir well 
(wie im folgenden § 12) zur Abkürzung 

(1, 0,243) = (00), (7, -3, 36) = (10), (7, 3, 36) = (20), 
(4, 1, 61) = (01), (9, 3, 28) = (11), (13, -2, 19) = (21), 
(4,-1, 61) = (02), (13, 2, 19) = (12), (9, -3, 28) = (22) 

setzen. Die Bedeutung dieser Bezeichnung ist folgende. Jede Form (y 
wo die beiden Zahlen y, z durch beliebige nach dem Modul 3 congrue; 
Zahlen ersetzt werden dürfen, soll auch als Zeichen für die durch sie rep 
sentirte Formenklasse angesehen werden; dann ist die aus den Klassen (y^ 
und (92^2) zusammengesetzte Klasse 

(9i«i)(y2«2) = (y^), wo y --^1+^2, « --" »i + «2 (mod. 3), 
also auch 

(y«) = (10)^(01)', (lOy = (01)^ = (00), 
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jid der Satz von Gauss besteht darin, dass die Zahl 3 kubischer Rest oder 
Fichtrest der natürlichen Primzahl p ist, je nachdem p durch eine der drei 
'ormen(OO), (Ol), (02) darstellbar ist oder nicht. Die kleinsten durch die 
4)rmen (00), (Ol) darstellbaren Primzahlen sind 

307 = 8^243. l^ 61 = 4.0^2.0. 1 + 61. P, 
id es ist 

<^-3 = (<+79)(/+113)(/+115) (mod. 307) 
<3«3 E^ (/«4)(/-5)(i+9) (mod. 61). 

Vergleichen wir nun diesen zweiten Satz von Gauss mit unserer 

3 

TT" Iftzieorie, so ergiebt sich Folgendes. Die Invarianten des durch die Zahl )/3 
ei--^^eugten Körpers Ä2 sind die Zahlen 3, 1, und da folglich & = 9, A" = 1 
iisfc^ so müssen schon die drei reducirten Formen 

(1, i, 61), (7, ± f , 9) 

A ^ :mr^ Discriminanle —243 die Entscheidung über den kubischen Charakter der 
Z«^iil 3 geben; die oben mit @ bezeichnete Gruppe besteht allein aus der 
£J^^»iiptklasse (1,^,61), und die Zahl 3 ist daher kubischer Rest von allen 
XJ^'TM. <a nur von denjenigen Primzahlen p, welche durch diese Form darstellbar 
öii:^^. In der That ist wieder 

307 = 7H7.2+61.2^ 61 = 0^+0.1 + 61.1' 

Q^i^ci. man erkennt leicht, dass der Satz von Gauss vollständig mit dem unsrigen 
ttl>^ reinstimmt. Dies beruht auf den allgemeinen Sätzen über den Zusammen- 
h^Äiig zwischen den Formen verschiedener Ordnung; jede Gruppe ® inner- 
t^llD der Gesammtgruppe ^ aller Formen der Discriminante D liefert eine 
ent: isprechende Gruppe ®' innerhalb der Gesammtgruppe ^' aller Formen, 
d^i'^n Discriminante D' irgend ein quadratisches Vielfaches De^ von D ist, und 
^^^^^r bleibt die Anzahl (®', ^') invariant = (®, $), weil jede Formenklasse der 
^i»ciriminante D sich in gleich viele Formenklassen der Discriminante Z)' 
z^^tlieilt*). Jede solche, aus einer Gruppe ® abgeleitete Gruppe &' ist 
d^^^^n kenntlich, dass sie die Gruppe aller derjenigen Formenklassen der 
l^i^c^riminante D' in sich enthält, welche durch Composition mit der Haupt- 
l^^^»sse der Discriminante D diese selbe Hauptklasse erzeugen. In unserem 
Fa.1 1 e ist c = 2, D = - 3(9)% D' = -3(18)^ und je drei Formenklassen (y a) 



*) Vergl. D. §§ 150, 151, 187 und die obige Anmerkung zu § 10 auf S. 83. 

13* 
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der letzteren DiBcriminante liefern durch Composition mit der Klasse (1, ^, 61) 
eine Klasse der Discriminante D, was in leicht verständlicher Weise durch 

1(00), (Ol), (02)1(1, i, 61) = (1, i, 61) 
{(10), (11), (12)1(1, ^, 61) = (7,-f, 9) 
1(20), (21), (22)1(1, i, 61) = (7, f, 9) 
oder durch 

(yzXh ^, 61) = (7,-f, 9y 

bezeichnet werden kann. 

Aus demselben Grunde könnte man in umgekehrter Weise den ersten 
Satz von Gauss so umformen, dass zur Entscheidung über den kubischen 
Charakter der Zahl 2 die Formen der Discriminante Z) = — 3 (6)^ durch je 
drei Formen der Discriminante D' = —3(18)^ ersetzt werden; in der That ist 

1(00), (11), (22)i(l, 0, 27) = (1, 0, 27) 
1(01), (12), (20)1(1, 0, 27) = (4,-1, 7) 
1(02), (10), (21)}(1, 0, 27) = (4, 1, 7) 
oder 

(y*)(l, 0, 27) = (4,-1, 7)^«^^ 

und die Zahl 2 ist kubischer Rest oder Nichtrest einer Primzahl p, je nach- 
dem letztere darstellbar oder nicht darstellbar durch eine der drei Formen 
(00), (11), (22) ist; so z. B. werden die beiden oben genanntjen Primzahlen 
31 und 43, von denen 2 kubischer Rest ist, durch die Form (11) = (9, 3, 28) 
dargestellt: 

31 = 9.r+6.1.(-l)+28.(-l)^ 43 = 9.r+6.1.1 + 28.r. 

Ganz ähnlich verhält es sich mit dem dritten Satz von Gauss, wo 
zur Entscheidung über die Zahl 5 die 18 Formen der Discriminante 
/)' = — 3(30)^ benutzt werden, während nach unserer Theorie schon die 
6 Formen der Discriminante Z) = — 3(15)' hierzu ausreichen. Um die 
Composition der ersteren 18 Formen mit einander übersichtlich darzustellen 
(wie bei dem zweiten Satze), wollen wir sie gemeinsam durch (yi) be- 
zeichnen, wo 9 wieder nach dem Modul 3, aber y jetzt nach dem Modul 6 
zu nehmen ist; setzen wir 

(10) = (7, 2, 97), (Ol) = (4, 1, 169), (y«) = (10)^(01)', 
80 wird 

(60) = (03) = (00), 



I 



ferner 




(00)= (1, 


0, 675), 


(10)= (7, 


2, 97), 


(20) = (19, 


3, 36), 


(30) = (25, 


0, 27), 


C40) = (19,- 


-3, 36), 


C50)= (7,- 


-2, 97), 
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(Ol) = (4, 1, 169), (02) = (4, -1, 169) 

(11) = (27,-9, 28), (12) = (25, 5, 28) 

(21) = (25, 10, 31), (22) = (9, -3, 76) 

(31) = (13, 1, 52), (32) = (13, -1, 52) 

(41)= (9, 3, 76), (42) = (25,-10, 31) 

(51) = (25,-5, 28), (52) = (27, 9, 28) 

und <lie Composition dieser Formenklassen mit der Hauptklasse (1, ^, 169) 
Ica-vxn durch 

1(00), (Ol), (02)1(1, ^, 169) = (1, i 169) 
1(10), (11), (12)1(1, i, 169) = (7,-1, 25) 
1(20), (21), (22) I (1, i, 169) = (9,-f, 19) 
1(30), (31), (32)1(1, i, 169) =(13, i, 13) 
1(40), (41), (42)1(1, ^, 169)= (9, f, 19) 
I (50), (51), (52) I (1, i, 169) = (7, |, 25) 

oA^mr kurz durcb 

(9z) (1, i, 169) = (7, -I, 25)" 

d&rgfestellt werden. Die Zahl 5 ist dann und nur dann kubischer Rest der 
Prinazahl p, wenn p durch eine der beiden zweiseitigen Formen 

(1, i, 169), (13, i, 13) 

dara1:ellbar ist; offenbar ist 13 die kleinste solche Primzahl, und sie ist 
darstellbar durch die Formen (31), (32); zugleich ist 

e-b^(t-\-2)(t + b)(t+6) (mod. 13). 

Die 18 Formen (ya) der Discriminante Z)' = — 3(30)' geben, weil 
jo Aeohs von ihnen aus einer Form der Discriminante D = —3(6)' entstehen, 
»ocli wieder die Entscheidung über den kubischen Charakter der Zahl 2; aus 

(10) (1, 0, 27) = (01)(1, 0, 27) = (4, 1, 7) 
folgt 

(yO(l, 0, 27) = (4, 1, iy^% 
****tlun entspricht der Hauptklasse (1, 0, 27) die Gruppe der sechs Klassen 
^^^}, (12), (21), (30), (42), (51), welche die Potenzen der Klasse (12) 
**^^r (51) sind, und die Zahl 2 ist dann und nur dann kubischer Rest der 
Anzahl p, wenn p durch eine Form dieser Gruppe darstellbar ist; so 
*• JS. wird die oben angeführte Primzahl 43 durch die beiden Formen (12), 
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(51), und ebenso die Primzahl 31 durch die beiden Formen (21), (42) 
dargestellt. — 

Wir haben an den drei Sätzen von Gauss soeben gezeigt, wie der 
kubische Charakter einer Zahl a6^, der nach unserer Theorie von den Formen 
der Discriminante Z) = — 3&^ abhängt, auch durch die Formen jeder Dis- 
criminante D' = De^ = — 3(Äe)^ bestimmt werden kann, welche ein quadra- 
tisches Vielfaches von D ist Aus der Definition der Function v^ in § 7 und 
aus dem Satze XVI in § 8 folgt aber auch, wie der Leser leicht finden 
wird, dass die Grundzahl D des kubischen Körpers K wirklich die absolut 
kleinste Discriminante ist, deren Formen die fragliche Entscheidung geben, 
und hierin liegt eine wesentliche Vervollständigung des oben in doppelter 
Form ausgesprochenen allgemeinen Satzes. Noch wichtiger ist aber der 
Umstand, dass die in § 10 bewiesene Umformung der Function H nicht mehr 
gelten würde, wenn man statt der Moduln A^, denen die Formenklassen fj^ 
von der Discriminante D entsprechen, solche Moduln (ke\ einführen wollte, 
denen Formen von absolut grösserer Discriminante D' = De^ entsprechen; 
auch dies beruht auf dem Satze XVI in § 8, doch wollen wir uns hier be- 
gnügen, die Thatsache an den folgenden Beispielen nachzuweisen. 

§12. 

Beispiele. 

Wir haben schon am Schlüsse von § 4 hervorgehoben, dass ein 
(reeller) reiner kubischer Körper i5f durch seine Grundzahl D = — 3ä^ im 
Allgemeinen noch nicht vollständig bestimmt ist, dass es also verschiedene 
Körper K geben kann, welche demselben Werthe der natürlichen Zahl k 
entsprechen. Zu allen diesen Körpern K gehört dann auch dasselbe System 
von Moduln ky des quadratischen Körpers Q (in § 10) und dasselbe System ^ 
von binären Formen (in § 11); aber diese Körper K werden sich immer 
von einander unterscheiden durch die zugehörige Function tp (in § 7) und 
folglich durch die Gruppe @ (in § 11), welche aus einem Drittel der 
Gruppe ^ besteht. Zufolge der Tabelle in § 2 tritt dieser Fall zuerst für 

den Werth Ä= 18 ein, welchem die beiden durch die Zahlen 1^6 und )/12 
erzeugten Körper K^ und K^ entsprechen, und da die Zahl 18 durch die 
beiden ersten in der Tabelle auftretenden Werthe 6 und 9 von k theilbar 
ist, so wird die Untersuchung des Falles /r = 18 zugleich die Theorie der 

durch die Zahlen f 2 und y3 erzeugten Körper AT, und K2 umfassen, mit 
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Endlich bemerken wir, dass aas der obigen Darstellung der Zahlen ft 
(mod. 18) anch die Darstellung 

a' = 5y (4- 3py^(l + 9py* (mod. 18) 

der conjugirten Zahlen .it' folgt, weil 4— Sp^ ^ (4— 3p)% und l+9p^ 
= (l + 9p)Xmod. 18) ist. 

Gehen wir nun dazu über, nach den Regeln in §§ 10, 11 die 
27 Moduln Ar^ zu bestimmen, so ist zunächst zu bemerken, dass die Gruppe 
91 derjenigen Klassen, welche auch rationale Zahlen enthalten, aus den 
6 Klassen 

5«^= 1,5,7, 17,13,11 (mod. 18), 

und die Gruppe gi@(in § 11. S. 88) aus den 18 Klassen 5V besteht 
Wir werden daher alle Moduln k^, und jeden nur einmal erhalten, wenn 
wir in der obigen Darstellung immer tr = setzen, während jede der 
Zahlen x, y, z ihre drei Werthe durchlaufen muss. Da ferner diese 
27 Moduln in 9 Tripel von der Form A^, &^^, ä^^. zerfallen, welche je einem 
Complex 91®^ entsprechen, und da flir unseren Zweck von je drei solchen 
äquivalenten Moduln nur einer erforderlich ist, so dürfen wir auch x =^0 
setzen und erhalten die folgende, sogleich zu erläuternde Tabelle: 



y 


s 


A* 


(18), 


9. 


__A.J 


V. 


V2 


V« 


n 








1 


I,i8e 


1,9p 


1,6p 


1 


1 


1 


1 


1 





4+15(» 


6,2+3p 


3,2+ 3p 


2,3p 


e 


P^ 


1 


9 


2 





7+3p 


6,l+3p 


3,l+3p 


2,l+3p 


(f' 


P 


1 


9' 





1 


l+9p 


2,1+9? 


1,9p 


2,l + 3p 


e^ 


1 


9' 


9 


1 


1 


13+6p 


3,l + 6(» 


3,2+3p 1,6p 


1 


q' 


9' 


9' 


2 


1 


16+3p 


6,4+ 3p 


3,l+3p 1 2,3p 


Q 


9 


9' 


1 





2 10+9() 


2,9 p 


1,9p 


2,3p 


9 


1 


9 


9' 


1 


2 |13 + 15(> 6,5+3p 


3,2 + 3p 


2,1 + 3p 


(f' 


q' 


9 


1 


2 


2 


7+12p 


3,2+6p 


3,l+3p 


1,6p 


1 


9 


9 


9 



Die Zahlen y, z der beiden ersten Spalten bestimmen in Verbindung 
mit fr = a? = die Zahlenklasse .a(mod. 18) der dritten Spalte, und in der 
folgenden Spalte ist für den zugehörigen Modul (18)^ = [18, 18p, fi] eine zwei- 
gliedrige Basis angegeben, deren erstes Glied eine natürliche Zahl ist; 
diese Basis ist nach bekannten Regeln (D. § 172. S. 519 — 520) immer 
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hieraus ergeben sich für unsere vier Körper die folgenden Bestimmungen : 

Körper üf,; * = 6; Ar" = 1. 
= 2, 6=1; « = 0,«r=0; a, = 2, 6^=1, 

Körper /f^; Ä = 9; Ä" = 1. 
= 3, 6=1; tt =1,» = 0; Oi = l,6, = 1; 

Körper ff*; Ar = 18; F = 3. 
= 6, 6 = 1; M = 1. r = 0; o, = 2, 6, = 1; 

v.C") = (p(f)=.". 

Körper K,; A = 18; Ä" = 3. 
a = 3,6 = 2; u=l,v = 0; a, = 1, 6, =2; 

v'.(.")"(p(f)=(p(f)' = ^-- 

Nachdem hiermit die vier letzten Spalten unserer Tabelle ausgefüllt 
sind, ergeben sich aus diesen Werthen von V' die (nicht äquivalenten) 
Moduln lo, f„ fj, für welche v^(t,) = 1, ip(ti) = p, tp^U) = P^ ti»d deren ge- 
meinsame Anzahl = h" ist: 

Körper K^, 
% = [1, 6p], f, = [2, 34 f, = [2, l + 3(>]. 

Körper K^. 

fo = [l,9p], f, = [3,l + 3(>], f, = [3,2 + 3p] 
Körper K^. 
f,, = [l,ie(>], [6, l + 3p], [6,2 + 3p] 
f, = [2,9p], [3,2 + 64 [6,5 + 3p] 
f, = [2, l + 9p], [3,l + 6p], [6,4 + 3p]. 

Körper K^^ 

I,.= [l, 18(>], [6,4+3(>], [6,5+3p] 

f, = [2,l + 94 [3,2 + 6p], [6,2+3p] 

f2 = [2,9(>], [3,l + 6p], [6,1 + 3(4 

Die zu diesen 15 Moduln gehörigen reducirten quadratischen Formen 

sind schon frllher augegeben, und hiermit sind zugleich die beiden ersten 

Sätze von Gauss in § 11 durch unsere allgemeine Theorie bestätigt. Um 
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Vereinfachung offenbar auch für die erste Summe gilt, so nimmt der vor- 
stehende Satz die folgende Form an 

wo die Summationen nur auf alle nicht äquivalenten Moduln f,j, fi auszudehnen 
sind. Diese beiden Ausdrücke für 2H unterscheiden sich dadurch von 
einander, dass in beiden Bestandtheilen des ersten Ausdruckes nur solche 
Glieder iV(i)"* auftreten, in welchen i, also auch N(X) relative Primzahl 
zu k ist, während in beiden Bestandtheilen des zweiten Ausdruckes auch solche 
Glieder iV(i)~' auftreten, in welchen N(X) nicht relative Primzahl zu k ist, 
und der Satz besteht also darin, dass diese letzteren Glieder sich gegen- 
seitig aufheben. Dies wollen wir jetzt wenigstens an unseren Beispielen 
bestätigen. 

Es ist in § 10 schon gezeigt, dass der grösste gemeinsame Theiler 
von k und irgend einer in k^ enthaltenen Zahl k immer mit einer natür- 
lichen Zahl n associirt ist, und wenn man k = mn setzt, so überzeugt man 
sich leicht, dass der Inbegriff aller der in k^ enthaltenen Zahlen i, welchen 
dieselbe Zahl n entspricht, = ««m*, d. h. der Inbegriff aller mit n multipli- 
cirten Zahlen des Systems ml ist, und hieraus ergiebt sich offenbar der all- 
gemeine Satz 

WO das Summenzeichen sich auf alle Zerlegungen k^mn bezieht; multiplicirt 
man mit &% so erhält man 

wo m alle natürlichen Divisoren von k durchläuft, und hieraus folgt nach 
bekannten Regeln (D. § 138. S. 362), wie umgekehrt die Summen von der 
Form S{kl) sich durch Summen von der Form iS(m^) darstellen lassen. 

Um diesen Satz auf unsere Beispiele anzuwenden, betrachten wir 
auch die Moduln 3^, 2^, welche je ein Tripel bilden, und den Modul 
1^ = [1, (>] und setzen 

J^C = S [1, 3p] = ^(x'+xy + 7y')-^ 

y=S[l, 2p] = ^(x^+3rr 
Z=:S[1, e] =:S(x' + xy+yr'^ 
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Bezeichnen wir ferner, falls S (m^) = M gesetzt ist, mit M* immer 
<^ie Snmme S(m*), so erhalten wir die Relationen 

'«VC zur Abkürzung 

T = 6-'^'X + 9-'* y + (18)-'^'Z- 
gesetzt ist, und hieraus folgt 

2H, = V,-W,= V\-W], 

= (u'+2ui)^(u:+u;+ui) 

2H,= (U+2U,)-(U,+U, + U,l 

^i^u'+2ui)-(vi+u:+u:\ 

^^vodurch die in § 10 bewiesene Umformung bestätigt wird. 

Bei der Besprechung des zweiten Satzes von Gauss über den kubischen 
CDharakter der Zahl 3 haben wir bemerkt, dass derselbe vollständig mit 
tinserer Theorie übereinstimmt, obgleich Gauss die Darstellung der Prim- 

-sahlen p durch quadratische Formen von der Discriminante —3.(18)^ benutzt, 
"^Fahrend schon die Darstellung durch quadratische Formen von der Dis- 
^^3riminante — 3.9^ dieselbe Entscheidung liefert; jede der letzteren Formen 
^öst sich gewissermassen in drei Formen der höheren Discriminante auf. 
"^anz dasselbe gilt von dem ersten Satze über den kubischen Charakter 
^er Zahl 2; jede der von Gauss (in Uebereinstimmung mit unserer Theorie) 
^betrachteten Formen der Discriminante —3.6* könnte durch drei ent- 
sprechende Formen der höheren Discriminante —3.(18)* ersetzt werden. 

^ber um so wichtiger ist es hervorzuheben, dass die Wahl der einen oder 
^er anderen Discriminante durchaus nickt freisteht, wenn es sich um die 

Jäerstellung der Function 

2/^=-S"S(f,)--2:'S(f,) 
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handelt. In der That, wollte man (nach § 11) die Formen von den Dis- 
criminanten —3.6^ und —3.9^ durch je drei entsprechende Formen der Dia- 
criminante —3.(18)^ ersetzen, so würde man für 2Hi und 2^2 die beiden 
Ausdrücke 

erhalten, die aber von den oben gefundenen Ausdrücken (Vi — Wi) und 
(F2— ^^2) wesentlich verschieden sind. Behält man von den Gliedern 
N(iy dieser Summen nur diejenigen bei, in denen N(l) relative Primzahl 
zu 18 ist, so erhält man die beiden entsprechenden Ausdrücke 

p; = (W-]-2u;)-^(u:+u:+ui), 

und aus den obigen Formeln ergiebt sich 

P,^P[+3.3-\V:--W[), 
P,=^ P;+3.2-'^(Vl-Wl). 

Hieraus folgt zunächst, dass f*i, P2 resp. verschieden sind von f*I, PI] ferner 
leuchtet aus der ersten Gleichung ein, dass Pi auch von 2jHi, d. h. von 
(^V\ — Wl) verschieden ist, weil sonst das Aggregat P\ auch solche Glieder 
iV(A)"* enthalten raüsste, in denen iV(A) durch 3 theilbar ist, was nicht der 
Fall ist; dass aber auch P2 verschieden von 2^2, d. h. von (Vl—Wl) ist^ 
folgt aus der zweiten Gleichung erst dann, wenn man aus §§ 6, 7 noch 
die Thatsache hinzuzieht, dass H2 von der Form (l — 2~'^')-^Mht^ wo M 
nur solche Glieder JV(/.)~* enthält, in denen N(l) relative Primzahl zu 2 ist. 

Um nun den Zusammenhang zwischen den Functionen H^^ Pi, PJ und 
den zwischen ^^2, 7^2? Pz vollständig aufzuklären, wollen wir bemerken, dasa 
ausser dem obigen Satze über die Zerlegung der Summe k^'S(k^) in Summen 
von der Form m'^S(ml) noch eine Reihe von Relationen zwischen unseren 
Summen S(fw^) besteht, die mit der Transformation der elliptischen Func- 
tionen nahe zusammenhängen, und denen ebensoviele Relationen zwischen 
den Summen S(m[) entsprechen. Für unseren Zweck genügt es, den ein- 
fachsten Fall dieses allgemeinen Satzes zu betrachten, der sich in sehr 
verschiedenen Einkleidungen darstellen lässt; wir wählen die folgende. 
Sind cf, ß zwei Constanten von irrationalem Verhältniss, und p eine natürliche 
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Wendet man den ersten Satz auf die vier Moduln 

[«,/?] = [1, C], [1,3p], [1,9(>], [3, l + 3p], 
den zweiten auf die fünf Moduln 

[a,ß] = [l,Q], [1,2q], [1,3p], [1,6p], [2,3p] 
an, und berücksichtigt die Identitäten 

[2,p] = p[l,2p], [2,l + p] = p^[l,2p], 

[3,p] = p[l,3p], [3,l + p]--=p''[l,3p], [3,2+p] = (2H-p)[l,p], 
[3,2p] = p[2,l+3p], [3,2+2p] = p^[2,3p], [3, H-2p] = (H-2p)[l, 2p], 
[3, 3p] = 3 [1, p], [3, 6p] = 3 [1, 2p], [6, 3p] = 3p [1, 2p], 

80 erhält man die folgenden neun Relationen 

(1+2.2-^)2 = 37; (l + 3.3-=^-3-)Z = SX, 
(1+3.3-*'- 3-')F = (1+2.2-'') X = F,+2fr„ 
(l+3.3-")A'-3-^Z = n+2»^„ 
(l+3.3-")F,-3-^y = l/+2f^„ 

(l+2.2-^)n= U+2U^, 

von denen aber nur acht von einander unabhängig sind. 

Drückt man nun jede Summe M nach den obigen Formeln durch 
Summen von der Form M' ans, so ergeben sich für die letzteren die ein- 
facheren Relationen 

(l-2-*')Z* = Sy*; (l-3-')Z* = 3r, 

(l-3-')y*=(l-2-*')r =V\+2W[] X' =Vl+2Wl, 

v\^u'+2u\; w\ = u;+u:+ui, 

(i-2-")v; = u'+2ui', (i-2-'')w; = u[+u\+üi. 

Wir wollen bemerken, dass man diese letzteren Relationen auch auf 
einem ganz anderen Wege ableiten kann, bei welchem der leicht zu be- 
weisende HUlfssatz zur Anwendung kommt, dass, wenn fi (ebenso wie v) 
relative Primzahl zu k ist, der Inbegriff der durch fi theilbaren Zahlen 
in k, identisch mit jU.A,^, ist, wo ,«' wieder die mit fi conjugirte Zahl be- 
deutet. Ist nun p eine natürliche Primzahl, und v relative Primzahl zu pk, 
so kann man jede der (p(k) Zahlklassen (mod. Ar), aus welchen da» 
System Ar* besteht, in p^ Zahlklassen (mod. pk) zerlegen, welche sich, wenn 
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«ich unsere früheren Ausdrücke für die beiden Functionen 2Ä,, 211^ in 
folgender Weise 



2H, = l\-W,^V[--}V:^P\ = ^ 



1 + 3.3-2* 



2Ä = v,^w, = v'^w: = -^^ 



1—2-2' 1 + 2.2-2»' 

und hiermit ist unsere Absicht, diese Functionen durch die Formen der 
Discriminante —3(18)^ darzustellen, wirklich erreicht. 

§ 13. 

Der Grenzsatz von Kronecktr, 

Nachdem wir durch die vorhergehenden Beispiele die Bildung des 
Charakters r//, der Moduln k^, und hiermit auch der Function 

2/^ = -S"S(f„)--S"S(fO 

hinreichend erläutert haben, wenden wir uns zur Lösung der Aufgabe, 
welche wir uns in § 6 gestellt haben. Es handelt sich darum, die Anzahl h 
der Idealklassen des reinen kubischen Körpers K durch die wirkliche Aus- 
führung des in der Gleichung 

Ä]/3 ^ ^ 

angedeuteten Grenzprocesses zu bestimmen, welcher darin besteht, dass die 
positive Variabele (*— 1) unendlich klein wird. In § 7 ist die DtWcAte/sche 
Idealfunction J in die beiden Factoren G, H zerlegt, von denen der erste 
die über alle natürlichen Zahlen n ausgedehnte Summe 

G = ^ V 

ist, während der zweite Factor Ä nach manchen Umformungen in § 11 die 
obige Gestalt angenommen hat. Da nun bekanntlich 

lim {s-\)G = 1 
ist, so wird 

Ä]3 
und dieser Grenzwerth lässt sich mit Hülfe eines berühmten Satzes von 
Kronecker leicht bestimmen. Da die Anzahl &" der nicht äquivalenten 
Moduln fj, mit der der Moduln f, übereinstimmt, so genügt hierzu schon der 
Ausdruck für den Grenzwerth der Differenz 
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complexe Zahl und mit N(a) das stets positive Product aa\ so können wir 
dies auch durch die Bedingung 

J = i(^aß'^ßa') = t(cü'-cü)iV(a)>0 

ausdrücken, und wir nennen zugleich a die erste, ß die zweite Basiszahl 
des binären Moduls I = [a, /3] = «[l, üi], dessen Zahlen von der Form 
l = ax+ßy sind, wo x, y alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen. Sind 
«1 und /?i = «iCüi ebenfalls eine erste und zweite Basiszahl desselben Moduls 
l = [a, ß] = [«j, /3i], 80 bestehen zwischen diesen beiden Basen Relationen 
von der Form 

«j = aa + cßj ßi = ba+dß 
wo Gy by Cy d vier ganze rationale Zahlen bedeuten, die der Bedingung 

ad—bc = +1 

genügen (vergl. § 11). Hieraus geht hervor, dass die oben mit J bezeichnete 
positive Grösse eine Invariante des Moduls f, d. h. unabhängig von der Wahl 
seiner Basis ist. Bedient man sich ferner einer in der Theorie der ellip- 
tischen Modulfunctionen üblichen Ausdrucksweise*), so gehören die durch 
die Gleichung. 

b + do) 

Cüj = — 

a + co) 

verbundenen Zahlen to, Wi derselben Klasse äquivalenter Zahlen an, und diese 
Klasse ist also ebenfalls eine Invariante des Moduls f, oder vielmehr eine 
Invariante der Modul-Klasse^ welche aus allen mit f äquivalenten Moduln 
besteht. Von hervorragender Wichtigkeit für die eben genannte Theorie 
ist die Function 

7?ta) 

7y(a>) = e^^/7(l-e'-''"''), 

wo n in dem Producte 77 alle natürlichen Zahlen durchläuft; das Gesetz 
ihrer linearen Transformation wird durch die Gleichung 

7j((i),) = r{a+ccoyrj(a)) 



*) Vergl. meinen Aufsatz in diesem Journal, Bd. 83, und meine Erläuterungen 
zum Fragment XXVIII in der zweiten Auflage von Riematms Werken (1892). Eine 
ausführliche Darstellung der ganzen Theorie findet man in dem oben citirten Werke 
von H. Weber und in den Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunctionen 
von F. Klein und R. Fricke (1890-1892). 
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nud hieraus ergiebt sich die Bestimmung der Anzahl h der Idealklassen im 
Körper K durch die Gleichung 

wo € die Fundamentaleinheit des Körpers K bedeutet, und wo die Produet- 
zeichen 11 im Nenner und Zähler sich auf alle nicht äquivalenten Zahlen 
a;,„ (Ol beziehen. 

Mit diesem Resultate, in welchem der Zusammenhang zwischen den 
reinen kubischen Körpern und den aus der complexen Multiplication der 
elliptischen Functionen entspringenden algebraischen Zahlkörpern enthalten 
ist, brechen wir die gegenwärtige Abhandlung ab; doch fUgen wir noch 
die folgenden Bemerkungen hinzu, die sich auf die wirkliche Berechnung 
der Klassenanzahl h beziehen. Für diesen Zweck ist, wie wir gestehen 
müssen, die Brauchbarkeit des gewonnenen Resultates noch an gewisse 
Bedingungen gebunden, die zur Zeit keineswegs als allgemein erfüllt an- 
zusehen sind. Vor Allem ist zu bemerken, dass hierzu die Kenntniss der 
Fundamentaleinheit s des Körpers K erforderlich ist; nun haben sich zwar 
verschiedene ausgezeichnete Mathematiker damit beschäftigt, die zuerst von 
Jacobi^) angegebene und an einigen Beispielen durchgeführte Methode zu 
vervollkommnen, aber ein einfacher und zugleich nachweislich unfehlbarer 
Weg zur Gewinnung von «, der sich mit der Lösung der Pe/techen Gleichung 
in der Theorie der quadratischen Körper vergleichen Hesse, ist meines 
Wissens bisher noch immer nicht gefunden. Für die Beispiele der in § 2 
aufgestellten Tabelle ist es freilich ohne grosse Mühe möglich, die Aufgabe 
zu lösen, und zwar gelingt dies meistens durch die Zerlegung einiger 
wenigen Zahlen des Körpers in ihre idealen Primfactoren; für Diejenigen, 
welche solche Berechnungen anstellen mögen, bemerke ich Folgendes. 
Giebt man den Buchstaben a, b, a, ß wieder dieselbe Bedeutung wie in § 2, 
so findet man leicht, dass jede im Körper K enthaltene Zahl 

y. = z + xa + yß, 

von deren rationalen Coordinaten «, x^ y höchstens eine verschwindet, auch 
als Quotient in den Formen 

bx — ya ay — xß z — xa z — yß 



*) Allgemeine Theorie der kettenbruchähnlichen Algorithmen, in welchen jede 
Zahl aus drei vorhergehenden gebildet wird (dieses Journal, Bd. 69). 
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ab^ = 12 und a6^ = 18, die andere bei ab'^ = 20 und ab'^ = 50); dass der 
von ihm eingeschlagene Weg der Berechnung mit dem eben beschriebenen 
wesentlich übereinstimmt, geht theils aus der Darstellungsform dieser Ein- 
heiten hervor, theils aus der in § ö (S. 20) enthaltenen Bemerkung: „Ne 
nous arrStant pas aux m^thodes süres mais fatigantes pour d^terminer l'unit^ 
complexe fondamentale nous remarquons, que pour les valeurs petites de 
a et 6 il est facile de trouver les unit^s complexes par le tätonnement en 
cousid^rant plusieurs nombres | compos^s des m^mes facteurs premiers^'. 
Unter diesen 52 Körpern befinden sich auch alle in meiner Tabelle (§ 2) 
angegebenen 21 Körper (a6^23), und die in diesem Umfange angestellte 
Vergleichung mit meinen Rechnungen hat ergeben, dass die von Herrn 
Markoff gefundenen Einheiten sämmtlich fundamental sind mit einziger Aus- 
nahme des Beispiels ab^ = 28, in welchem die von ihm angegebene Ein- 
heit das Quadrat der Fundamentaleinheit ist. 

Während die von Herrn Markoff" und mir angewandte Methode auf 
der Zerlegung der Zahlen in ihre idealen Primfactoren beruht, hat Herr 
Mehmke schon seit dem Jahre 1885 den zuerst von Jacobi angegebenen, 
später von Herrn Bachmann*) behandelten Algorithmus der Annäherung 
wieder aufgenommen und durch gewisse Modificationen zu vervollkommnen 
gesucht, worüber er mir brieflich in den Jahren 1889 — 1893 interessante 
Mittheilungen gemacht hat, die mir die Veröffentlichung seiner Methoden 
sehr wünschenswerth erscheinen lassen; mit bestem Danke erwähne ich 
einer von ihm berechneten Tabelle von 39 Einheiten, unter denen sich acht 
auf die Beispiele ab" = 76, 124, 126, 140, 198, 207, 234, 350 beziehen, 
also nicht in der ifar/ro^schen Tabelle enthalten sind. 

Die weiter unten zu benutzenden Fundameutaleiuheiten b der in § 12 
mit ffi, Ä2, A4, Ä5 bezeichneten Körper und ihre reciproken Werthe «""^ sind 
die folgenden: 

€i=l +«+/?, 6r^ = -l + a 

6, = 4+3a+2/9, 6-i = -2+/9 

€4= 109 + 60a + 33/?, 64-^ = l-6a+3^ 
«5 = o5 + 24a + 21/?, b^' = l + 3a-3/:?. 
Wenden wir uns jetzt zu der Berechnung der Function Ä(w), welche 



*) Zur Theorie von Jacobis Kettenbruch-Algorithmen (dieses Journal Bd. 75. 
1873). Vergl. Fr, Meyer: üeber kettenbruchähnliche Algorithmen (Verhandlungen des 
Mathematiker-Congresses in Zürich 1897). 
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auf die vier Körper ff,, ffj, K^^ K^ anwenden, für welche die Werthe der 
Zahlen ^,„ ^i in § 12 angegeben sind; die hiernach zu berechnenden Werthe 
von ^l sind dann mit den obigen Werthen der Fundamentaleinheiten e zu 
vergleichen. 

Körper K^. 

^ = 6, r = l; ^0=1; ^1=4; 2^ = 0,5851586; 

B = 3,8473221, Log b = 0,5851585. 

Körper K2. 

Ä = 9, r = l; ^0=1; ^1 = 7; 2» = 1,0966315; 

f = 12,4869164, Log« = 1,0964550. 

Körper ^4- 

k = 18, r = 3; ^0 = 1, 7, 7; A, = 4, 9, 13; Säi = 2,5147929; 

6 = 326,9908336, Log« = 2,5145356. 

Körper K^. 

k = 18, r = 3; ^0 = 1, 13, 13; A, = 4, 7, 9; 9)1 = 2,2169007; 

« = 164,9818558, Log« = 2,2174362. 

In allen diesen Beispielen schliesst mau aus der obigen Näherungs- 
formel ALog« = 2K mit Sicherheit, dass die Klassenanzahl A=l ist, weil 
W, nahezu mit Log« Übereinstimmt. 

Auf dieselbe Weise habe ich die Klassenanzahl h für alle Körper 
der Tabelle in § 2 und ausserdem für die drei Beispiele ab^ = 35, 53, 91 
berechnet, denen die Werthe A = 3, 1, 9 entsprechen. 

Bedenkt man, dass für diese Bestimmungsart der Klassenanzahl h 
ausser der Kenntniss der Fundamentaleinheit « auch die Aufstellung der 
Moduln f und ihrer Charaktere t// erforderlich ist, welche für grössere 
Werthe von ab immer zeitraubender wird, so kann man dem oben gewonnenen 
Resultate nur einen sehr geringen oder gar keinen praktischen Werth bei- 
legen. Auf Grund des schönen Satzes von Herrn Minkowski*)^ dass es in 
jeder Idealklasse mindestens ein Ideal giebt, dessen Norm absolut kleiner 
ist als die Quadratwurzel aus der Grundzahl des Körpers, gestaltet sich 
die Berechnung von h viel kürzer; die oben beschriebene Zerlegung der 



*) Theoremes arithmetiques (Compte rendu der Pariser Akademie vom 26. 
Januar 1891). 
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Die Existenzbedingungen eines von den ersten und 

zweiten Differentialquotienten der Coordinaten 

abhängigen kinetischen Potentials.^) 

(Von Herrn Karl Boehm in Heidelberg.) 



JMachdem der von Helmhoüi^) aufgesteUte Satz über die Existenz- 
bedingungen eines kinetischen Potentials in der Abhandlung des Herrn 
Königsberger über die Principien der Mechanik^) erstmals bewiesen worden 
war, hat Herr A. Mayer in den Berichten der Kgl. Sächsischen Gesellschaft 
der Wissenschaften^) gezeigt, dass der Beweis des genannten Satzes mit 
Hülfe eines Princips aus der Variationsrechnung in besonders einfacher 
Weise durchgeführt werden könne, und hat zugleich die Vermuthung aus- 
gesprochen, dass die von ihm angewandte Methode auch die Lösung der 
von Herrn Königsberger aufgeworfenen Frage nach den Existenzbedingungen 
eines von den v ersten Ableitungen der Coordinaten abhängigen kinetischen 
Potentials ermöglichen werde. 

In der That verursacht eine solche Verallgemeinerung keine erheb- 
lichen Schwierigkeiten. Es kommt alles nur darauf au, das Problem so 
zu wenden, .dass es sich auf die. Behandlung eines Systems von linearen 
partiellen Differentialgleichungen zurückführen lässt. In welcher Weise 

') Die nachstehende Arbeit ist im Sommer 1897 entstanden und der Redaction 
dieses Journals eingereicht worden. Inzwischen hat Herr Arthur Hirsch im 50. Bande der 
Mathematischen Annalen das hier behandelte Problem nach einer anderen Methode in 
allgemeinster Weise gelöst. 

') Ueber. die physikalische Bedeutung des Princips der kleinsten Wirkung. 
Journal für Matliematik, Bd. 100, S. 166. 1886. — Wissenschaftliche Abhandluogen, 
Bd. III, S. 236. Leipzig 1895. 

') Mathematische und Naturwissenschaftliche Mittheilungen aus den Sitzungs- 
berichten der König]. Preuss. Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Bericht vom 
30. Juli 1896. S. 387. 

*) Berichte der mathematisch-physikalischen Klasse. Sitzung vom 7. December 1896, 
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und für a^p: 

Dieselben bilden die Verallgemeinerung der Formeln (A), (B), (C) in der 
erwähnten Abhandlung des Herrn Mayer. Bildet man die Gleichung (A) 
fllr eine Function ß(^Pi, P2j •'»Pn)? welche also nicht von den Ableitungen 
der p abhängt, so erhält man die Formel, von welcher Herr Königsberger 
in seiner Arbeit über die Principien der Mechanik ausgeht: 

dp\^^ ^"' ^ — w dte-<^\dpx^ — 1 . 2 . . . a dp, ' 

Die Formeln (A) und (ß) liegen in der nachstehenden Arbeit überall der 
Rechnung zu Grunde, so dass es mir überflüssig erschien, dies an einzelneu 
Stellen besonders anzumerken. Die Untersuchung, in welche wir jetzt ein- 
treten, befasst sich mit folgender Frage: 

Es seien pi, ^2, • • •? p^ Functionen der unabhängigen Veränderlichen /. 
Wir suchen die Bedingungen aufzustellen, welchen n Function PijPi, ..., P» von 

hP.^ d/ "P^^ dt' ''P' ' dt' ~P' ' dt' ~'^* c*-»,^,-») 

genügen müssen, damit sie sich durch eine einzige Function H von 
tj Pu P2, '-,Pn\ Pi, Pz, ..., K; P^^\ P^\ "1 Pn'^ ^^ folgcudcr Wclsc ausdrücken 
lassen : 

... D |ö// d (aH\ d-' / dH\\ 



Setzt man 






(2.) 




6H 


(3.) 




an d^,_ 
dpi dt '^" 


irch (1.) übergeht 


in 




(4.) 




öH _^ dip, u 
dp'. ' dt' 



SO ist zu untersuchen, unter welchen Bedingungen sich 2n+i Functionen 
g?„ ip,y H gemäss den Gleichungen (2.), (3.), (4.) bestimmen lassen. 
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hinzu, welche sich in folgende Form bringen lassen: 

W ") 4(^-''.)=i(^'+v.). 

Unser Problem ist darauf zurückgeführt, die Bedingungen anzugeben, 
welchen die P, unterworfen werden müssen, damit den Gleichungen (ö.)^ 
(6.), (7.) und (8.) durch 2» Functionen (p, und xp, genügt werden kann. 
Denn ist dies der Fall, so existirt jedenfalls eine Function H, welche die 
geforderten Eigenschaften besitzt, und zwar lässt sich dieselbe gemäss den 
Gleichungen (2.), (3.) und (4.) durch blosse Quadraturen bestimmen, wenn 
die (p, und tp, gefunden sind. 

Zur Lösung der so reducirten Aufgabe formen wir zuerst die 
Gleichungen (6.) und (8.) mit Benutzung von (5.) und (7.) um. Aus (6\), 
(6\), (6^) erhält man die Beziehungen 

dP, c. d r dP. . dP» 



(9.) 

(10.) 

(11.) 



BP. 

dxpt, Bifjjg dffi 



"^ dt\ 



+ 






öpi dp[ dp» 



dt\dp^*^ • dpi 

d(f» _ 1 d/dP, dP» \ 

dp, ~2d/Vöp;^^> öpC3);^ 



aus welchen man umgekehrt mit Hülfe von (5.) und (7*.) die Gleichungen (6.) 
herleiten kann. Bildet man ferner Summe und Differenz der Gleichung (8'.) 
oder 

dP, _ _ d^ dxp,_ d fdtp,\ 

~dp^^ ~ dp, "^ dp'^ ■*■ dt \dp^')y 

und derjenigen, welche aus ihr durch Vertauschuug von i und x hervor- 
geht, so ergeben sich 

^^"^'^ öp^2) ep(2) -Trf/Vöp"(3) öpW 

und 



n^\ Ulm^^ gyy ^y« . dxp, dyj, ^d' fdP,\ 
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Berücksichtigung der Identitäten (9.), (18.) ans (17.) darch Vertaagchang 
von ( und x hervorgeht, so sind die ^»(o— 1) Gleichungen (18.) mit den 
^«(«—1) Gleichungen (17.) identisch, können also weggelassen werden. 

Es müssen demnach die 2n Functionen tp, und if>, Integrale des 
folgenden simultanen Systems linearer partieller Differentialgleichungen erster 
Ordnung sein: 



(7-.) 
(7\) 

(&•.) 
(5".) 
(17.) 
(15.) 



dp: ~ ••JVöp',^» dpmJ' 



dp'. 
öp<3) 

dg), 
öp, 

dtff, 



dP, 

öpW' 

dpo) 



dt Vöp<*)>'' 






dtp^ 






dP,\ dWdP,\ 



dp/ dp, ~'^\'dp'. öp.'/ T-d,«Vöp|^3) 3p{3)/ 



Um zu zeigen, dass dieses System integrabel ist, werden wir ans 
den Identitäten 



(9.) 

(10.) 

(12.) 

(14.) 

(16.) 



dP^ = ^' 

ÖpW"~Öp<'>' 
oP. dP. . 



P 

dp^ 



öpl^) 
Öp</ 



<Öp(J) 



dP^_ dPj, ^^ <L(^h d^'\ 



dp, öpr — rf/Vdp'^j'^öpj-')/ i/i'Vöp«*'/' 

j^ d (dP,_dP^^^_^d' (dPj__ dP,\ 

•^ dt^dp', dp'J -trfj'Vöpt,^» app>/' 



öp» 



öp. 



welche jetzt als erfüllt anzusehen sind, eine Reihe weiterer Relationen her- 
leiten müssen. 

Aus (10.) folgt, da links fünfte Differentialqnotienten der p nicht 
vorkommen. 

r'P, 



(19.) 



öpH)^/,^; 



-.0. 



/ 
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^Ebenso erhalten wir, indem wir (14.) und (16.) nach pf^ differentiiren: 



(20.) 
(21.) 






0, 



0, 



"erner, indem wir (14.) nach p{% (12.) nach p^*' und (10.) nach p\^^ differentiiren; 

5 fdP._, dP,\ n d'P, 



(22.) 

(23.) 
(24.) 



6pi*) Vöpt2) "'' öppv " öpf » apw '- 

öpwvap(_2) apj'v~ ' 



^0, 



nd durch Verbindung von (21.) und (24.): 



(24\) 



Ö'P. 



■27, 



a'/». 



;0. 



'V^ier weitere Identitäten ergeben sich durch Differentiation der Gleichungen 
C 16.), (14.), (12.), (10.) bezw. nach pl*\ p^\ pf\ p^P mit Benutzung der 
l>€reit8 oben abgeleiteten Formeln: 



(2h-\ a (8P, dP.\ d (dP, dP,\_Q 



oraas nach (9.) unmittelbar folgt 
d f dP, dPi 



(25-.) 



(26.) 



r) 






öpp)Vöpf) ap<,'^>'"^öpWVöpf' ap^i)/''^öpf>^api') rJpi^) 

_d_/dP dp.\__d / dP, dP,\_ dr d (dP. af, \] 
öp^*)vap'i"*' öp:v dpj^jvöpri» + öpw/ dl Lap!^'^6ip<,'> "^ apf »^J 



+ 2- 



a'p. 



o«ier nach (22.): 



(26\) 

(27.) 
(28.) 



öplöpW 

dP, . dP. 



6 



öpf'^ 
_ a*^. 1 

dt Löpj^'apt/'J 



<t L 



0, 



a'/». 



äp!,*) väp', "^ opy apw *^6pi-) "^ dpf^ "^ api apj,*) 



i( 



ap. 



^*d« Lap'^>api,*'J— "' 
\_^ _ö_(dp, _ d/'xN Q a /a^ af.N 



dpf) ^öpi^' apj^>^ ~ -' api^j ^öpi*) öpp»' "- " ap|*' ^ a pi 



ap: 



Va»»''^ öp«'»'- dp:a»i*) ^ d< Lapv^>api*'J 



ap<^')^ap;i"^ apj' 



^Pa^p: 



17" 



L 
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Wenn wir von der Qleichnng (25.) diejenige abziehen, welche aus ihr 
dnrch Vertauschang von X and x hervorgeht, nnd dabei die Relationen (9.) 
nnd (27.) berücksichtigen, so erhalten wir 

^ ' dpf'>dp^^^ dpipdp\^^ dp[*A'dp[ dp'/ 

Weniger einfach als die vorhergehenden sind die vier Formeln (30.), (31.), 
(32.) und (33.), welche sich ans den Identitäten (16.), (14.), (12.), (10.) ge- 
winnen lassen, wenn diese bezw. nach pi*\ pf^, pf , p\ differentiirt werden. 

d /ÖP, dP^\ d (BP, dP^\ d r d f dP, dP,\-\ 

dpj dpf^^dp'^ dp'/ dt\.dp)*^^dp', dpyJ 

+ i^_r_^^__^U4-M-r^''--^oi-o 



(30.) ' 



dpp^dp 



(- 



dp[ v^pw 
oder mit Benutzung von (27.) 

d /'BP, dP,\ d 

Bp'i 



öp(3)< 



(30-.) 



(31.) 



(i 

öpi*) ^Bp 



BP,\ ö ( 
BpJ öoP)V 



BP^ 

dp: 



"^hi 



B ( BP, 



BP, 



) 



Bp'/ ' 2 dp[ VöpO) 8 PI') 
df B (BP, dP'S\-Q 

+ '^d/löpw vöp; öpyJ="' 

(BP, 8P,\ d ( BP, BP, \ dr B (BP, BP nI 

^dv'^Bv'J Öpl^A öpco "^ öpW / d<UpW\öp{2)-r^pp,;j 

l4.fi ^F— ^!^L_l=n 
J "•'""(/<' Löp(^)öpwJ — " 



Bp^p\dp'/^ Bp[ 



+ 2- 



B'P, 



öpW r 3pp) 

d r B'P, 



BpxBpW 
oder mit Benutzung von (26'.): 

B /BP, , BP,\ 8 ( BP, 



<[ 



(31-.) 



Bp'iBpy- 



ö (dF, ÖF,\ ö (öH, c)P, \ o B'P. 
öpf > vöp; "^ Bp[ ) Bp[^* ^Bp<^) "*■ Bp}')^ ■*' BpxBp^;) 

d\ d (BP, 8P,\ ' B^P, -1 Vr B^P, -|_ 



rR9^ 8 ( dP. BP, \ 3 B (BP__ BP,\ :iär B ( BP, dP^\l^ 
^ ■' Bp\^>^Bp^^'> Bp<^'y 2 3p.'V5p(3) Qp(i)J -2 dll3pj^'>^3pW öp<»»^J~ ' 

r33^ ^_rl^' I ^^O 1 ^'^' i'^r ^'^' 1-0 
^ ■^ Bp{^Bp('>^ Bpw^ 8p,.dp[*) d/l-öp';,ap<*'J'^ ' 

BP.\ B ( BP, BP, \ 



oder 



(33\) , 



<8Pj 
Bpi'>^Bpl 



^Bi,'. Bp'J Bd'Xe 



-4 



8P^ 

dp;\Bp^'> 

B 



Bp(^)> 



Bp^:^ 



^Bpx ap *dilöpw\öp; ap'/J— "• 
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1^— i4^(^|)-^)-«' [nach (21.)], 

gß.,_ _ dyj_ ay _, _a_ f dP, _dp.\ 

^+^- + ^- = [""="(84)]. 

Demnach sind für die Gleichungen (7^) die Bedingungen der Inte- 
grabilität erfüllt und folglich die Functionen cp, bis auf willkürliche Func- 
tionen der p bestimmbar. 

In ähnlicher Weise soll jetzt die Integrabilität der Gleichungen (5*.), 
(5^), (17.) und (15.) untersucht werden. 

Da die rechten Seiten der Gleichungen (5*.) nach (19.) nnd (20.) 
von den dritten und vierten Differential quotienten der p frei sind, so erhalten 
wir — unter Einführung einer ahnlichen Bezeichnung, wie sie oben für die 
(p, gebraucht wurde — die n Functionen tp, zunächst in der Form 

worin die v. willkttrliche Functionen sind ; den gefundenen Ausdruck setzen 
wir in (b\) ein und erhalten 

ar^___ö^ ap. d/'dp.\_y 



dp 



j£-,^:^0 [nach (19.) und (20.)], 



Ferner ist 

Somit sind auch diese Gleichungen integrabel, und wir erhalten durch 
einfache Quadraturen: 

V^. = !^'Xp.p\p''\p''')^9.{p.p\p'''noXp,p\ 
wobei die o, noch willkürliche Functionen sind, zu deren Bestimmung uns 
die Gleichungen (17.) und (15.) dienen sollen. 
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Ö'P. 



-) 



oder mit Benutzung von (7*.) und (12.): 
' ^öpAöpl') dp^py'^'^ dp(p^dp\ dp'/'^'^\dp[dpm dp\dpv^^ 

Di£ferentiirt man (14.) nach pf^ und zieht von der erhaltenen Identität die- 
jenige ab, welche aus ihr durch Vertauschung von i und l hervorgeht, so 
ergieht sich unter Berücksichtigung von (23.): 



(35.) 



d (dP, 
dp'^dpf^ 



dpmJ dp^^)^dp', dp'/ ^dp[dp\^^ öp'.öpi')/ 



dpm/ dpip^dp', dp'/ "^dp'.dp^ dp\dpf. 

dt Vdp^p \dp[^i öpp)>'J "*" ° d< Löpi«) Vöp; dp, /J 

„d'r d fdp, dPx\-\_f. 
+ ^dtAd^Ad^-W:^\-^^ 



oder in Verbindung mit (32.) und (25.): 

8 fdp, dPi\ e (dP, 



(36.) 



dp 



dp'^^dpf 



dp^^>y op]^ 

-4-r--(- 

^dtldp' V< 



^V 



■2( 



a'p« 



3»P. 



api öpX "^dp',dp<i'y dp'^dp^ 



w) 



dP, dPi 



)] + «Ä[. 



d_(dj^ 



öpyJ 



d/ L öp; Vöp^') öppj/J ^ " dt LöpW Vöpi 

„ d'r ö /öP. ö/'A-i_^ 
+ "^ d? LöF^'^ä^ ~ ä^>'J = "• 

Zieht man diese Gleichung von der folgenden, aus (12.) abgeleiteten, 
(^l\ c? (dP. dPx\ g d (dP, _dP,\ d} d fdP, dPi\\_f^ 

^ ■^ dp'^^dpip dpipJ ■^"ÖpAöpW öpW/ ^ dtVdp'^dp'^p apW>'J — 

ab, so findet man, dass die linke Seite der entstehenden Relation gleich 

d0 d0i 
dem dreifachen des oben für -^^ — 3-^ gefundenen Ausdruckes ist, and 

dass demnach auch die Integrabilitätsbedingungen für die Gleichungen (17.) 

dp'- dp'^ -^" 
erfüllt sind. Wir erhalten also die n Functionen o, in der Form 

wo die X>i willkürliche Functionen der p sind. Dabei ist zu bemerken, dass 
auch die r, noch von denjenigen willkürlichen Functionen der p abhängen, 
welche in die ^,, eintreten, wenn hier — wie es oben geschehen musste — 
fllr die ip, die aus den Gleichungen (7*.) und (7^) ermittelten Ausdrucke 
eingesetzt werden. Diese Functionen werden auch im Folgenden unbestimmt 
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Also 



dpi ~ <^n'^ 



|^E^0[nach(33^)]; 

gi/>«\ . a rdp. dPA ,drd ( dP, ap« \i 

öpj^öp, öp./"^2öp|^vapi öp^y ^rftLöpAVöpt^j^öpw^J 



-öp.löp«'*'*W) 



d {d(px ,^ ( dPi 

öp.lap.'^^^ÖpW 



V ffVÖDW 



ap. \ , / dP, 



, d'ra /ap. ap, N-i 
*d«M.api^ap('» ap(»)/J 

ap, \ d' r ap^ -11 

dPi'^^ dtndpwii 

dP, \ d* r ap, -11 
apf)^' d/'LapwjJ 



'^'^ dp'x^dp'^ dp'/ "sdiLapA^^apw äpf»/J ^dt'lap^vap^^) dp^^^J], 

_ C d'Pi d'Px N , o a /ap, ap.N a /ap, ap^ 
— 3"Wa»w aD.aow"''*aDr^)Vao. ao./'*'^ai)', vao' a«'/ 



^ap.ap(^) ap,ap<^ 



dpj[^'>^dp, dp» 



dp\ \dp: 

dP. 



dp-/ 



^ d< l dpi ^dpj^^) apt')AJ -t d/* lapj *^ap^^' ap/^>^J "•" dt» Lapf » ^dp» dp, u 



d&i. 



Um zu beweisen, dass -^-r vermöge der Identitäten (9.) bis (16.) ver- 
schwindet, differentiiren wir (14.) nach p'i, vertauschen hierauf i und i. und 
ziehen die so erhaltene Gleichung von der ersten ab: 



(38.) ) 



ö-ri'^-^-'V ^ fdP. 

~dp'_,\dp[ dpi' 'dpi^dpj;'y 



dP. 



dp<')y ^ dp, ^dpi;'^ 



)+U 



dPi , dP, 



dHap|^>vap;i api^J drLap;ap}-') 



dp['' 

d'P. 



) 



ap;apc^)J 



^"dPLapt^jvapi ap./J^ dt'Lap^'Aöpi dp'/.\ ~ "• 

Nun folgt aus (37.) leicht mit Hülfe von (34), dass 



(37«.) 



d'P. 



dp\dpl 



m 



d'p. _ ;. a / dP, dP, > I '^ ^ r-^--^^ 
ap;apf) "~ •-! api^ap^^) dp^^^'' '^ -^ dpi^dp^^'f dp^^yy 



also nach (12.) 



(ST.) 



d r a'P, d'p^ 1 = _ _^ f'^'"' 



dt ldp'^dp(') dp[dp(^> J 

r 



a /ap. dPx\ .,drd(dP, dPi\\ 
'^ dp'i''>\dp\ dp\) ^d(lap;,"vap.w ap.p)/J' 

_d ( dp, dP.\ d 

dpi\dp(^) dppy'^ dp.^dpw dp^ 



dPi dP, 






+ 



d/Lap^-Aöp^ öp^J 'i dfidp'i^\dpj^^> apw/.l' 
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cyklische Vertauschung von i, x, k entstehen. Das dritte Glied fällt in der 
Summe von selbst weg, das letzte nach (34.), und es bleibt übrig 

^öp>öp; dp'J dpVdpi dp\J ^äpA"ö/>: 'dp'J 

, 3 rf'fö / d¥, dPx \ , d ( dPx dP,\ d ( dP, dP. \1 _ ^ 

"^ ^ dt^ idp^ ^ öpi^) öp^3)y "^ ~dp^ \ ö^(3) öp(3)/ "T ßp^ v'3p(3) öp(3);j — ^• 

Dies ist aber, wie man leicht sieht, gerade die Identität, welche wir suchen. 

Damit ist gezeigt, dass unter den über die P, gemachten Voraus- 
setzungen stets n Functionen yj^ der p, p\ p^^\ p^^^ und n Functionen (p, der 
p, p\ p^^^ existiren, welche den partiellen Differentialgleichungen (7*.), (7\), 
(5*.), (5*".), (17.) und (15.) genügen, übrigens auch die unabhängige Variable / 
enthalten, wenn diese in den P, explicite vorkommt. 

Die gesuchte Function H wird alsdann durch blosse Quadraturen 
aus den * Gleichungen (2,), (3.) und (4.) bestimmt, deren Integrabilitäts- 
bedingungen (6.), (7.) und (8.) für die cp, und v^ erfüllt sind. 

Ztir Existenz eines durch die Gleichungen (l.) deßnirlen von den ersten 
und zweiten Di/ferentialquotienten der Coordinaten p abhängigen Isinetischen 
Potentials H ist es also vothwendig und hinreichend^ dass die P, solche 
Functionen der p, p\ p^^\ p^^\ p-^^ sind^ welche die Identitäten (9.), (10.), (12.), 
(14.) und (16.) I)efriedigen. 

Es mag zum Schluss noch die Form der zur Existenz des all- 
gemeinsten kinetischen Potentials nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen angegeben werden. 

Die Function H soll also von den v ersten Differentialquotienten der 
Coordinaten abhängen und durch die Gleichungen 

\dp^ di^dp'/^ ^^ ^^ dt^\dp[-^n^ ' 
definirt werden. Alsdann müssen die P.Functionen der p., p[, ..., pP'^ sein 
und die (2v+l) Gleichungen 

dp^j'^ \ 1 y dt'^opi'-^'^y^ \ 2 y di'^dp^y^y 

(r = 0, 1, 2 ■-'»' — 1, 2») 

identisch befriedigen. Diese Relationen, gebildet für r = 2, stimmen mit 
den Formeln (9.), (10.), (12.), (14.), (16.) der vorstehenden Arbeit voll- 
kommen überein. 
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gesetzte Bewegung des Systems in der angegebenen Weise vor sich gehen 
kann, so dass damit aach die Arbeit 

A, = Pdp 

definirt ist, welche das System bei der Bewegung nach aussen hin auf die 
Coordinate p leistet, wenn dieselbe in p+dp übergeht. Ist nun die auf die 
Veränderung der Coordinate p, gerichtete Arbeit 

so mögen mit A,', Y,', Z[ die auf die einzelnen Punkte des Systems nach 
den rechtwinkligen Coordinatenaxen wirkenden Kräfte bezeichnet werden, 
welche für die dem Incremente dp, entsprechenden Verschiebungen 

¥/^" WJ^^'' ö/^/'^' 
eine solche Gesammtarbeit leisten, dass 

(1.) ^,= p.rfp.= -(x;|+y;|;+z;|)rfp. 

ist. Legen wir nun einer jeden Bewegung eines Systems das Princip zu 
Grunde, dass, tvenn einem freien Systeme, auf welches die Kräfte X^y Y^, Z,. 
ttirken, beliebige Zwangsbedingungen auferlegt werden^ die durch die Bewegung 
bei einer Vermehrung der Coordinate p^ um dp, geleistete Arbeit 

gleich ist der Gesammtarbeit, welche das freie System leisten würde bei Wirkung 
derselben Kräfte -Y,^ y„ Z, und den Verschiebungen 

öp/P^^ ö/T/p- dp,^P^ 
von Xi, yi, a„ welche der Veränderung ton p, und dp, entsprechen, dass also 

(2.) ^.(A-ll+rli+z;!) = ^,(^,f^v,|+z|^), 

so ergiebt sich aus (1.) und (2.): 

(3.) ''. = ^.(^,|:+>'.|:+2.|.). 

und es lässt sich demnach das eben genannte Princip, welches zunächst 
noch ohne jede Annahme für die analytische Definition einer Kraft das 
d'Alembertache Princip darstellt, wenn wir als Projectionen der in der 
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und den nach t genommenen totalen Differentialquotienten dieser Grössen 
gleich ist der Summe der Projectionen der Function f für die Variabein 
fi, r2, . . ., r, nach der Richtung der Variabein p, genommen, also die Be- 
ziehung besteht 

T' ' ^^" ^'* ^* ' ' "' ö/v ' dt dr, ' dt' dr,'" '' ör^ ' dt dr'/ " '' örC'') ' d/ ar('') " *>' öp, 

worin unter dem F der rechten Seite der in die Variabein pi, paj • • •? P/i trans- 
formirte ursprüngliche Ausdruck zu verstehen ist. 

Nun habe ich gezeigt*), dass, wenn H eine beliebige Function einer 
beliebigen Anzahl von Sn Coordinaten und ihrer nach der Zeit genommenen 
Ableitungen bis zur y-ten Ordnung hin ist, ausser den als Bewegungs- 
momenten 1-ter, 2-ter, . . ., y-ter Ordnung definirten Ausdrücken 



im wesentlichen für eine beliebige Anzahl von Variabein nur eine bei Ein- 
führung beliebiger Zwangsbedingungen zu H adjungirte Function existirt 
dH_d BH d^ äff _ ./ ivil_^_ 

a| dtd}''^'dt'~d^" "''^^ ^^ üfra^t»')' 

in welcher ^ eine der Coordinaten bedeutet, so dass 

^f/aff_ ddH d>- dH \dx, 

^'\\dx. dlöx]'^""^^ ^^ dt~- dx^'^^J dp^ 

/aff_ ddH rr^y^J]L\§yi 

"^ \dy. dt dy\ "^ '^"^^ ^^ dt' dy^"^^ dp^ 

'^\dz. dtdz^.'^""^^ ^^ dr dz^.^^J'dp . 
^dH_d_dH , / ly^ öff_ 

dp] dt dpy""^^ ^ dt* ~dp\^^ 



*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 21. October 1897. 
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und 

Da aber die Gleichung (7.) sieh in die Form setzen lässt 



80 dass 



/•o-§x'+^x'' = F„(x') + xF,(x-) 



wird, so folgt durch Differentation nach x' 

und somit vermöge (6.) 

worin a„ und Oi Constanten bedeuten, sodass 

wird, und die Gleichung (6.) von selbst befriedigt ist. Es ergiebt sich somit 
dass es eine und nur eine Form der Function H von x, x ^ a?" giehl und zwar 

H = a,,+a,x+xo}(x) + x f ^dx -^f.x'-Vax'^ 

worin o,;, a,, a Constanten, ü)(x) und fi(x, x) beliebige Functionen der ein- 
geschlossenen Grössen bedeuten^ für welche X von x, x ^ x" unabhängig ist, 
und zwar wird dann die Kraft durch den Ausdruck definirt: 

X = a, + 2ax"". 

Setzt man o,, = ai = 0, ü}(x) = 0, fi(x, x) = 0, so erhält man den der 
lebendigen Kraft analogen Ausdruck 

H==ax'\ 

wofür die analytische Definition für die Kraft in X=^2ax'" übergeht. 

Um nun die Beantwortung der ganz allgemeinen Frage anzugreifen, 
ob es für jede ganze Zahl v Functionen H von x, x, x\ , . ., x^""^ giebt, fUr 
welche der Ausdruck 
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über. Differentiirt mau die Gleichungen (ll-)^ (12.) ...(13.) 2-mal, 4-mal, 
...(v— l)-mal nach /, so erhält mau durch Zusammenstellung mit (10.) und 

Elimination des ersten Gliedes ^-^ Gleichungen von der Form 



a 



d»'+i dX . ^"+2 dX . . d"^-' dX 



e^ dF^ öiö^+2) T we'2 df^^ dx^*-^^^ "^ ^ ^?»'-^ j/^;^^ öic2ö "" ^ v^e-^^,..^-^;, 

welche mit der (v+ l)-mal nach / diflferentiirten Gleichung (14.) wieder ^— 
Gleichungen von der Gestalt 

liefern. Stellt man diese letzten -^ Gleichungen mit einander zusammen 
und eliminirt zwischen ihnen den ersten Posten, so ergeben sich —^ 
Gleichungen, welche wieder mit der (v+3)-mal nach / diflferentiirten Gleichung 
(15.) verbunden ^^^ Gleichungen von der Form liefern: 

und fährt man so fort, so erhält man zwei Gleichungen der Gestalt 
d-^>-^ _dX_ d'^-' dX d'^-^ dX_ _ .. 

die mit einander zusammengestellt 

und mit der (2y— 2)-mal nach / diflferentiirten Gleichung (17.) verbunden 

liefern, so dass sich aus den successive hergeleiteten Beziehungen 

ergiebt. Wir finden somit zunächst als nolhwendige Bedingungen dafür dass eine 
Function H von x, x\ x\ ...x^*^^ bestimmbar ist von der Art^ dass der durch 
(8.) deßnirte Ausdruck von eben diesen Grössen unabhängig ist, die, dass die 
Gleichungen (18.) identisch befriedigt werden, und ganz ähnlich fUr gerade v. 
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Beachtet man nun, dass die erste Gleichung (18.) die höchste Ab- 
leitung von X nur in dem Gliede 

liefert, so folgt, da dieselbe identisch befriedigt sein soll, 
(19-) Sr- = ^ 

oder, da X von x, x\ x'\ . . ., x^""^ nicht abhängen soll, 

(20.) X = f{x^''^^\ x^'^'\ . . ., x^'''-'^)x^'''^+X,(x^'^'\ x^''^'\ . . ., x^'^'-'O 
und somit vermöge (18.) 

oder da die höchste Ableitung von x wieder nur in dem Gliede 

enthalten ist, f unabhängig von x"^""^] dann ist aber die höchste Ableitung 
von X nur in dem Gliede 



df 



^x^'"-^^ 



enthalten, f also auch unabhängig von 0?^^""^^ u. s. w., so dass sich f schliess- 
lich nothwendig als Constante ergiebt und daher X nach (20.) die Form 
annimmt 

(21.) X = a,,x^'''^+X, (x^'^^'\ x^''^'\ .• . aj^'^-'-^O. 

Beachtet man aber nun, dass jetzt die zweite Gleichung (18.) in 

dt^^-'^dx^'^'-^^ 
übergeht, so wird wiederum die höchste Ableitung von x nur in dem 
Gliede 

vorkommen und somit der Coefficient verschwinden, und daher X^ die Form 
annehmen müssen 

(22.)" X, = f,{x^'^-^'\ x^'^^'\ -^x^'^-'^)x^''-'^+X,(x^''^'\ x^^^^^^^ 

and somit 

- ' '- = 
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sein, woraus wiederum die Unabhängigkeit von /i von x^*''"^^ x^^''"^^ •••ar^'"^^^ 
folgt, und sich somit 

und daher nach (21.) 

(23.) X = aoX^'•'> + a,a•^'•'-»^ + A3(ir^^■^'^^'•'^'^•••a^^'•'-'0 
ergiebt. Schliessen wir so weiter, so folgt aus der Gleichung (18.) für X 
nothwendig die Form 

worin flo* öi, •••a^^i, a^ beliebige Constanten sind; setzt man nunmehr diesen 
Werth für X in die Gleichungen (10.) bis (13.) ein, so sind diese identisch 
befriedigt, während die Gleichungen (14.) bis (17.) die Bedingungen 

äxT^-T^) = e^or-^*) = '" = 0-^(^7^) = oder a,_, = a,_4 = ••• = a^ = 

liefern, und wir finden somit als nothwendige und hinreichende Bedingung da- 
für ^ das8 eine Function H von x,x\"'X^*'^ bestimmbar ist von der Art, dass 
der Ausdruck 

' " dx dtdx''^ dt^dx'~' ""^^ ^'^ drdx^-"^ 
von X, x', •a?^"^ unabhängig ist, die Form dieses Ausdruckes 

X = aoX^''^+a,x'''-''+a,x^''^-'^+'"+a,_,x''-^'^+a,. 
worin a^^^a^y'-a^^nf^r beliebige Constanten bedeuten. 

Aber es lässt sich auch unmittelbar eine dazugehörige Form für H 
finden, welche der geforderten Beziehung Genüge leistet, und zwar lautet diese 

H=^\\(-iya,x^'^'^(-iy-'a,x''''^'^(-iy-'a,^^^^^ ' a^^.x" ' ^\^a,x; 

im speciellen Falle ergiebt sich als zusammengehöriges System 

für gerade r hat H die Form 

Ä=||(-l)^a,,x^ov(--l)-^fl,a:<-^)V(-l)»'-'a,x^^-^>>...^ 

Fassen wir nunmehr die gewonnenen Resultate zusammen, so ergiebt 
sich das folgende Theorem: 
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Die allein mögliche analytische Definition für die oben durch 
das Gesetz von der Uebertragung der Arbeit definirte Kraft, welche 
ein frei sich bewegender Punkt durch eben diese Bewegung ausübt y 
ist, wenn v irgend eine positive ganze Zahl bedeutet und die 
lebendige Kraft des Punktes T, je nachdem v ungerade oder gerade 
ist, durch 

T - -^[(i'iyanX^^'\C-l)-'a,x^^-'^'^(-iy-'a,x^^''''^ 
oder 

T= -^(-iya,x^^''^(-iy-'a,x^^'''\(^iy-'a,x^^^^^^^ 

definirt wird, worin a,^,a2,''' Constanten bedeuten, unter der Voraussetzung, 
dass der Ausdruck für die Kraft von x, x, x", -"X^"'^ unabhängig sein soll, 
in der Form gegeben 

^ ~ dx'^ dtdx' dt'dx'^'^"' ^ ^ dt^dx^^y 
also für ungerade oder gerade v 

oder 

Daraus folgt nach dem Früheren unmittelbar, dass, wenn ein gewissen 
Zwangsbedingungen unterworfenes System sich bewegt, dessen unabhängige 
Coordinaten mit p^pzy'-Pfi bezeichnet werden sollen, die vermöge dieser 
Bewegung ausgeübte und auf die Vermehrung der Coordinate p, gerichtete 
Kraft durch den Ausdruck 

* "" dpr dtdp[ ""^^ ^ drdp^^^ 

eindeutig bestimmt ist, worin T den durch die Zwangsbedingungen in die 
Coordinaten p,, •••p^, umgesetzten Ausdruck für die lebendige Kraft des 
Systems 

T=^|(-iyao^,(a:r4-»i^^^+^n~i(-ir^«.^.-(^^^ 

I 1 

üil n / (y±iy (*:±iy (*:±1^\ 

1 
für ungerade v und entsprechend für gerade r bedeutet.*) 

*) Es mag an dieser Stelle bemerkt werden, dass in dem von mir im 118. Bande 
d. J. erweiterten öaii^^schen Princip des kleinsten Zwanges die Coefficienten der Quadrate 
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Wir werden sagen, ein Kraftsystem besitzt eine Kräftefunction U, wenn 
eine solche Function U der Coordinaten a?„ y^, a, und deren nach der Zeit 
genommenen Ableitungen bis zur v-ten Ordnung hin existirt, für welche 
die Ausdrücke 

di] dtdxy"''^^ ^^ df^dxlyV 

§JI^^§Im 4-r-iv^-^ 

die nach den drei Coordinatenaxen genommenen Kraftcomponenten des 
Punktes a:^, y., Zi liefern, so dass vermöge der bekannten Beziehung*), 
wenn durch beliebige Zwangsbedingungen die von einander unabhängigen 
Coordinaten p^, pj, • • -^ P/i eingeführt werden, die Differentialgleichungen 

dp^ "*■ didp[ "* ^ ^^ dt-dp^^" dp^ dtdpy'^"^^ ^^ dröp;"/'"''""'"^ 

die Bewegung beschreiben oder die Abhängigkeit der Coordinaten von der 
Zeit bestimmen. 

Ist die zwischen zwei Punkten wirkende Kraft R eine Function der 
Entfernung r derselben und der nach der Zeit genommenen Ableitungen bis 
zur 2y-ten Ordnung hin, so folgt offenbar aus der Beziehung 

dW 

da 



W_d^dW^, . .,d^^W^_/ÖW^__döW^ 4. / IV^" dW\dry 

)x dtdx'^""^^ ^^ e/r öxC") "" \ ör dt dr' +'"+'< ^) dt^' d r^''^ J ~d x 



und den analogen für y und z sowie aus den oben angeführten nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen (9.) für die Existenz eines kinetischen 
Potentials der nachstehende Satz: 



des Ausdruckes M (Abschnitt VI) 

öa;^»')*' ötfC»-)*) 05(0' 

in gleiche Constanteu übergehen, wenn die Glieder der höchsten Ableitungen in dem 
Ausdruck für fl die Form haben 

Ax^^y^ i4yC)\ i4Ä(»')' 

worin A eine Constante bedeutet, was nach dem Obigen der Fall ist, wenn H die lebendige 
Kraft des Systems darstellt. 

*) „üeber die Principien der Mechanik", Dieses Journal. Bd. 118, S. 5. 
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ziehenden Masse läge, lässt sich leicht zeigen, dass die von Riemann 
gegebene Erweiterung ein zufälliges, gerade für das H^efrersche Gesetz zu- 
treffendes Rechnungsresultat giebt, also in keiner Weise selbst nur auf 
Kräftefunctionen erster Ordnung ausdehnbar ist Denn sei 

80 wird vermöge der Beziehungen 

( dr\' (dr^ (dr^ _ . ^^.^'Sj.^IL-I ^''^M^iülu.^-^''' - n 



und wenn 
gesetzt wird, 



dx*'^ dy^^ di^~ r" 

'2 I „'2 1 .'2 _2 

/Ör'\» /ö/x* /ör;Y _ o'— r" 



folgen und sich hieraus wiederum 

JJW = K^-l)(^-2)a-3)'^*-*-2Ki-l)(i-2)(A + l)'^ 



r - 



ergeben, so dass nur für i = und i = 2 also nur fUr das iVetr/onsche Po- 
tential und die W^eftersche Kräftefunction 

JJW = 
ist. 

Sei nunmehr W — um gleich von vornherein die Fälle auszuschliessen, 
in denen dasselbe für endliche Werthe der Ableitungen der Entfernung 
unendlich gross werden kann — eine ganze Function von r', r", •••r^*'^, in 
welche r selbst beliebig eintreten mag, so wird, wenn diese Function in 
Bezug auf r^*^^ von paarem Grade 2 k ist und 

ga ö* Ö' 

bezeichnet wird, vermöge der Beziehung 

dx(^^ "" dx ' 



*) Vergl. „Ueber dio Principien der Mechanik" Dieses Journal Bd. 118, Abschn. I, 
Gl. (2.), wonach, wenn R eine beliebige Function vun /, x, y, z bedeutet, 

dxM^'^' l".2..."A dx 
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wie unmittelbar zu sehen, 

in Bezug auf r^"^ vom (2/f— 2)-ten Grade sein und somit der Mach iterirte 
Ausdruck 

Jl W ^ V 

die Grösse r^"^ gar nicht mehr enthalten und zwar der Coefficient von r^"^^* 
in W sein mit (2&)! multiplicirt. 

Ist dagegen W in Bezug auf r^"^ von unpaarem Grade 2&+1, so wird 

noch in Bezug auf r^"^ vom ersten Grade sein, und wenn man sodann 

d^ d' _d'_ . . 

bezeichnet und beachtet, dass, wenn y^l, vermöge der Beziehung 
der Ausdruck 



^..-1 w, = 



von r^*'^ unabhängig ist, so wird sich 

ergeben, worin V wie oben nur noch von r, r, •••r^*'"^^ abhängt und den nach 
f.(^-i) genommenen partiellen Differentialquotienten des Coefficienten von 
,.(r)2*+i njjt (2Ä+1)! multiplicirt darstellt; für den Fall y=l wird aus 

wie leicht zu sehen, 

und somit wieder 

J,,J\, W = V 

folgen, worin V nnr noch von r abhängt, und wenn in W der Coefficient 
von r'***' <p(r) war, den Werth 

2 
r 
hat 

20* 



(2*+l)! (y'(r)+^y(r)) 



156 Koenigsbergefy über die allgemeinen kinetischen Poieutiaie, 

Da man jetzt auf die Functionen V, welche nur noch r, r, •••^^"""^^ 
enthalten, dieselben Schlüsse anwenden kann, so folgt zunächst, dasB, wie 
zur Bildung der obigen Gleichungen für V nur diejenigen Glieder in W 
in Betracht kommen, welche die höchste Potenz von r^*^^ enthalten, für die 
Fortsetzung des Verfahrens unter diesen Gliedern wieder nur diejenigen von 
Einfluss sein werden, welche die höchste Potenz von r^""^^ enthalten u. s. w., 
und dass man somit durch Wiederholung des Verfahrens, wenn der allein 
in Betracht kommende Posten in W mit 

bezeichnet wird, worin A eine Constante bedeutet, schliesslich von einer 
nachher anzugebenden Constanten abgesehen, entweder auf 



(p(r) oder auf ^f^+^V^CO 



geführt wird, deren gemeinsame Form wir durch 



ör*i 



■y(r) 



darstellen können, wenn «, = oder 1 ist. Da aber endlich fUr jede 
Function V von r 

ist, also 

wird, so erhalten wir die nachfolgende Ausdehnung der für eine Function 
r„ welche nur von r abhängt, bekannten Transformation des Ausdruckes J Fi 

dx' + dy' + 'dz'' ■" dr' '^ r är' 

Ist W eine in den Grössen r\ r\ . . ., r^*^^ ganze Function, in welche r 
selbst beliebig eintreten kann, und greift man denjenigen Posten 

heraus, welcher die Eigenschaft hat^ dass r^'^"*' die höchste in W vorkommende 
Potenz von r^"^ ist, r^"-^)""-* die höchste Potenz von r^*'~^\ die mit r^"^'*'' ©cr- 
bunden vorkommt, r^»^"-^^"'' ' die höchste l^otenz von r^*^~^^ ist, welche mit 
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Nennt man nunmehr für eine Kraft 

ß(r,r',r",..,r''')), 

welche von der Entfernung und deren nach der Zeit genommenen Ableitungen ^ 
bis zur 2v-len Ordnung hin abhängt und welche die Gleichungen 



öÄ /i / 1^^^ /'^ + l^^ dR ^/^T + 2\d' dR _ 

2) 

2v \ 6P»'-^ dR 






identisch befriedigt, die Kräftefunction W, welche der Gleichung genügt 

et/i Potential^ wenn diese von r und deren v Abteilungen abhängige Function 
als höchstes Glied — im oben angegebenen Sinne — einen Ausdruck von 
der Form 

oder 

^(.)«.^(.-i)«.-i . , . r"^.r'^^{~ + c,r + c,) 

hat, je nachdem die durch die Gleichungen 

a, = 2ky + €,, a^_x-f^ = 2/r^_, + ^_„ ..., «2 — «3 = 2&, + e^, «,-£2=2*1+«! 

in welchen die Grössen e die Zahlen oder 1 bedeuten, bestimmte Grösse 

«i = «i-a2+a3-«4+-+(-iy"'«K (mod.2) 
den Werth oder 1 hat, so lautet die erweiterte Laplacesche Gleichung für 
das allgemeine Potential 

Die Kräftefunction des FTefterschen Gesetzes 
hat als höchstes Glied 



und da y = 1, «, = 2, also fti = 1 und £, = ist, die verlangte Form, und 
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ist somit ein Potential im angegebenen Sinne, das der partiellen Differential- 
g-l^iohung 

<3^^ml1ige leistet 

Um nun zu zeigen, wie man für jedes gegebene Anziehungsgesetz 
a-u:i.<5Ti die Erweiterung der Fomonschen DiflFerentialgleichung für einen inner- 
b».^Xl> der wirkenden Massen gelegenen Punkt ermitteln kann, beschränke 
i^i^lrm. mich auf Potentiale, welche nur von der Entfernung und deren erster 
-^- It^ leitung nach der Zeit abhängen und somit, wenn wir die Masse des an- 
S"^^-SÄOgenen Punktes der Einheit gleich setzen und die Masse des anziehenden 
E^mc».-»kte8 als multiplicatorische Constante annehmen, die Form haben 

(24.) W^=m|yo(r)+(/),(r)r'+y.(r)r'^+...+</^A(ry^|, 

^lÄ" Tin, je nachdem i = 2;? oder = 2x+ 1 ist, 

SP2x(0 = 7 + Cm y^2x4-i(0 = p + c,r+c., 

'^t^ und für welche die in Bezug auf einen ausserhalb gelegenen Punkt 
S"tA Ittigen Lap/aceschen Gleichungen bestehen 

4,, z/r, fy = Oller z/,„ J,,, J',, W==0. 

Nach bekannten Principien genügt es, um die erweiterte Pomo/tsche 
^— ^ ^ ^CTerentialgleichung zu ermitteln, das Potential einer homogenen Vollkugel 
^^^ "^ einen innerhalb derselben gelegenen Punkt zu berechnen, und ich be- 
"^^»iMdle desshalb zunächst die etwas allgemeinere Aufgabe: das Potential 
^^^^^ ^sr in concentrischen Schichten homogenen und in ihren Massenelementen 
^^^ ^:^h dem Potential (24.) wirkenden Hohlkvgel auf einen ausserhalb oder inner- 
"^^^^ derselben gelegenen Punkt zu berechnen. 

Legt man den Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems 
'"^ den Mittelpunkt der Hohlkugel, deren innere und äussere Radien mit 

^'•«Ä und ßi bezeichnet werden mögen, die Z-Axe durch den angezogenen 
^^^^^•^kt und die VZ-Ebene durch die in dem betrachteten Momente der Grösse 
^^^^3. Richtung nach gegebene Geschwindigkeit desselben, so wird, wenn die 
^^ *>iponenten derselben mit x\ y', z bezeichnet werden, 

x' = 0, f^''=y"+z' 

^^^'^li. Bezeichnet man ferner die Coordinaten der Hohlkugel mit a^b^c und 
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sei r die Entfernung des angezogenen I^unktes von einem Punkte des Ringes, 
so folgt aus 

r^ = (x-ay+(j,-6)H(«-cy, 

worin a? = 0, y = zu setzen ist, durch Differentiation nach t mit Bei- 
behaltung der Coordinaten a, 6, c 

rr = (x-a)x + iy-b)y'+(z'-c)z 

oder für den angezogenen Punkt, der durch o: = 0, y = 0, oj' = charak- 
terisirt ist, 

rr = —by —cz +ZZ . 

Führt man für die Coordinaten der Hohlkugel Polarcoordinaten ein, 
so ist in bekannter Bezeichnung 

a = psindsiny, 6 = psin6^cosg?, c = pcost^, 

und es geht die obige Beziehung in 

(25.) r' =3 «' l - z' ^^^ -y' .^JrI^I. 

über; es wird somit, da das wesentlich positive r durch 



(26.) r = iV+p^- 2pacosd 

definirt ist, das Potential der Hohlkugel, deren in concentrischen Schichten 
constante, also nur mit p variirende Dichtigkeit mit o bezeichnet werden 
soll, bei Berücksichtigung von (24.), (25.) und (26.) durch den Ausdruck 
gegeben sein 

«• " " ' \(i* + Q'-2gzcos»y ) 

Legen wir zur Ausführung des Integrales der Einfachheit wegen das 
lyefcersche Potential zu Grunde, für welches 

A = 2, y„(r) = y, <iP.(r) = 0, <lp2(r) = ^ 

ist, so ergiebt sich nach Ausführung der Integration für ^ 

k' .V (3'+o'-2ezcosd)* *i: / (aVe'-2eacos*)* 

Bezeichnen wir nun die nachfolgenden nach der Variabein & zwischen 
den Grenzen und n genommenen Integrale für einen ausserhalb der 
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Hohlkngel gelegenen Punkt mit 0«, für einen innerhalb des Hohlraumes ge- 
legenen Punkt mit 0^, so ist, wie leicht zu sehen, 

für = / r , 6>^ = — , 0. = - : 

für 



/-_ s.a^.,. 0„=-l^., 0,= 



e?'-»" 



für Ö= / j, 0„= ^7-,- -,<, Oi = -ir-i -.^; 



für 



^ /'" 8in^co.s't»d» fl _ '^ »* + 2e' ^ _ J_f* + 2s^ 



und bezeichnet man auch die entsprechenden Potentialwerthe mit W„ und Wi^ 
so ergiebt das Einsetzen dieser Integralwerthe in den Ausdruck (27.) durch 
eine einfache Rechnung, wenn die Integrale der gebrochenen rationalen 

Functionen von o sämmtlich auf / , ^ , reducirt werden und die Gesammt- 

masse der Hohlkugel mit M bezeichnet wird, 

und 

^a/ somit der ausserhalb der Hohlkugel, welche in concentrischen 
Schichten von constanter Dichtigkeit ist, gelegene Punkt die Entfernung l vom 
Mittelpunkte der Kugel, besitzt derselbe die Geschwindigkeit v und ist t die Pro-- 
jection von v auf die Richtung von l, so ist der Werth der Potentiale durch 
die Ausdrücke gegeben: 

(28.) ^^^-K'i'^Vi)-'W--T-J ^<^^P 

und 

(29.) W, = 471 /\prfe + ^, v' f^a^dr. 

die Potentiale hängen somit — wie schon aus der Symmetrie ersichtlich — 
nur von der Entfernung des angezogenen Punktes vom Mittelpunkte, von der 
Grösse der Geschwindigkeit desselben und von der Richtung der letzteren gegen 
die Verbindungslinie mit dem Mittelpunkte ab. 
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Der erste Posten des Potentials W^„ ist nichts anderes als der Werth 
des Weberschen Potentials der im Mittelpunkt vereinigten Masse des Kugel- 
ringes, und es ist dies auch der Gesammtwerth des Potentials, wenn «^ = 3/'^ 
oder wenn der Winkel, den die Geschwindigkeit mit der nach dem Mittel- 
punkt geführten Verbindungslinie macht, 54" 44' ist. 

Ferner ist unmittelbar ersichtlich, dass das Potential für einen im inneren 
Hohlraum gelegenen Punkt unabhängig ist von der Lage des Punktes und der 
Richtung der Geschwindigkeit und somit die Form hat 

W, = a+bf)\ 
worin a und b Constanten sind. 

Liegt der Punkt in dem concentrischen Kugelringe selbst, dann möge 
das Potential mit W,^ bezeichnet werden, und der Werth desselben wird, 
wenn man die Entfernung des Punktes vom Mittelpunkte der Kugel wieder 
mit / bezeichnet und das Potential aus dem Wa der zu / und Ao und dem 
Wi der zu R^ und / gehörigen Kugelschalen zusammensetzt*), durch 



(30.) 






+ 471 f'oQdif+^y f'''a(jd(f 



gegeben sein. 

Dass die Potentiale W^ und Wi in (28.) und (29.) der erweiterten Laplace-- 
sehen Differentialgleichung Genüge leisten, ist unmittelbar ersichtlich, da 
dW., 2MVx 47r6l'x'-2x'l rR, 4 . d^W,, 2/Waj» 47r6a;^-2/' 



also 



Äo 






und 






•) Die zu diesem Schlüsse nöthige Annahme der Endlichkeit und Stetigkeit des 
Potentials 



,/-a+K) 



ür den ganzen unendlichen Raum und für endliche Werthe von r', also auch für den 
Fall, dass der Punkt in die Masse selbst eintritt, ergiebt sich wie beim A'eir/onschen 
Potential durch Einführung von Polarcoordinaten unmittelbar. 
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deßnirte Web ersehe Potential die Gleichung 

worin o die Dichtigkeit der anziehenden Masse an der SteUe bedeutet, an 
welcher sich der angezogene Punkt befindet. 

Aus den oben entwickelten PotentialausdrUcken wird man nun die 
Bewegung eines Punktes herleiten können, der von den Massenelementen 
eines in concentrischen Schichten homogenen Kugelringes nach dem 
Weber^cheii Gesetze angezogen wird und sich ausserhalb des Ringes oder 
innerhalb des Hohlraumes befindet. 

Die früher von mir gegebene Erweiterung des Princips der Flächen*) 
habe ich später**) auch auf den Fall ausgedehnt, in welchem eine 
Trennung der actuellen und potentiellen Energie nicht vorausgesetzt ist, 
und, wenn ich, wie es fUr das Folgende nur nöthig ist, annehme, dass das 
System keinen Bedingungen unterworfen ist und äussere Kräfte nicht ein- 
wirken, den folgenden Satz gefunden: 

Wenn ein kinetisches Potential 

H = /(/, ß.„ ß«,, ...«:,, «;,, -'R':r\ n':r\ •••), 

worin R^^y Raii'" beliebige stetige Functionen der nach t genommenen a-ten 
Ableitungen der Coordinaten x^y y^y Zi, -- x„yy„, z„ sind, eine Function von t, 

und deren nach t genommenen Ableitungen darstellt ^ welche den Bedingungen 
unterliegen 

k{y^' ^ —1"' ||?,-) = ifür a = 0, 1, 2, . . , V), 

SO erhält man als Integral der Bewegungsgleichungen die Differentialgleichung 
(2v—\)-ter Ordnung: 

worin f. ^ ötf__d dH_ , .,_, d-° du 

und c eine Integrationsconslante bedeutet. 

Ist daher ein Punkt einem kinetischen Potentiale erster Ordnung von 
der Form unterworfen 

// = f(^i^ ßj^ ß^^ "R\, R'29 • •'^)? 

*) „Ueber die Principien der Mechanik" Dieses Journal Bd. 118 Abschu. VIII. 
**) „Ueber das erweiterte Princip der Erhaltung der Flächen", Sitzungsberichte 
der Berl. Akad. vom 17. Februar 1898. 
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Nun folgt aber aus den beiden ersten Gleichungen (33.), wenn 

-^^K gesetzt wird, 

siny -T- + sind cos i9 cos y = Km\^& 

oder wenn K^ eine Integrationsconstante bedeutet, 

(35.) cotgd = ÄiSiny+Ä'cosy, 

so dass sich aus der ersten Gleichung (33.) und (35.) ergiebt: 

(36.) «„'»(Ö^ ,.„.(,,,,v.^^^^-,..,^,^. )['+(«-.'i"^+«oos^n 

und hieraus 

(38.) d'Hsin'^V^" = ??£+£l+IiL== . 

Da nun die letztere Gleichung d'^sin^dy'^ als Function von r und 
r liefert, so ergiebt sich aus der Gleichung der lebendigen Kraft (34.) eine 
Beziehung zwischen r und r und daher vermöge (35.) und (37.) auch & als 
eine Quadratur in t, und 

68 ist somit die Integralion aller Bewegungsgleichtingen, welchen ein 
kinetisches Potential erster Ordnvng zu Grunde liegt, das nur von der Ent- 
fernung des beweglichen Punktes von einem festen Punkte, deren nach der 
Zeit genommenen Ableitung und der Geschwindigkeit desselben abhängt, stets 
auf einfache aus dem kinetischen Potential ^zusammengesetzte Quadraturen 
zurückführbar. 

Wenden wir nunmehr diese Resultate auf das oben gestellte Problem 
von der Anziehung eines Kugelringes nach dem W^efterschen Gesetze an, 
so wird, wenn zur Abkürzung 

471 / (jp^rfp = iV 
k 
gesetzt wird, nach (28.) das kinetische Potential H =^ —T—Wa die Form 

annehmen 

H = -lt. ^M[~+-^)+ 3p— .— , 
und daher 

' ~ öl) ~ Sft' r'' 

„ _ 1 dH__2MTi^2N]_ 
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lieber projeetive Substitutionen, die einen Kreis 

ungeändert lassen. 

(Von Herrn Ludwig Schlesinger in Klausen bürg.) 

In seiner Arbeit „Sur les groupes fuchsiens" (Acta Mathematica 
Bd. I, S. 1) hat Herr Poincare auf den Zusammenhang hingewiesen, der 
zwischen den projectiven Substitutionen 

die einen realen Kreis in sich selbst transformiren, und der nicht-euklidischen 
Geometrie besteht*). Es sei gestattet, diesen Zusammenhang hier von einem 
neuen und etwas allgemeineren Gesichtspunkte aus zu betrachten, indem 
direct eine Beziehung zwischen projectiven Substitutionen, die einen Kreis 
ungeändert lassen, und der Geometrie auf einer Fläche von constantem 
KrUramungsmaasse hergestellt wird. 

I. 
Wir betrachten in der Ebene der complexen Variabein rj einen 
Kreis mit realem, imaginärem oder verschwindendem Radius, dessen 
Gleichung wir in der Form 

(1.) ('?-'?u)('y-'y.))~c = 

schreiben wollen, wo, wie auch stets im Folgenden, die zu einer complexen 
Grösse a conjugirte complexe Grösse durch a bezeichnet wird, und wo c 
eine reale Grösse bedeutet, die = sein kann. 
Die Gesammtheit aller Substitutionen 

die den Kreis in sich selbst transformiren, bildet offenbar eine Gruppe, 
und zwar eine algebraische Untergruppe der projectiven Gruppe, die von 
zwei Parametern abhängt, da die Bedingung, dass der Kreis bei einer 



♦) Vergl. Klein, Mathem. Annaleu, Bd. 14, S. 111 ff. 
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Für positive Werthe von c, d. h. im Falle eines realen Kreises 
mit nicht verschwindendem Radius haben die positiven Substitutionen offen- 
bar die Eigenschaft, dass sie Punkte, die innerhalb von liegen, wieder in 
Punkte innerhalb, und Punkte, die ausserhalb von liegen, in Punkte 
ausserhalb verwandeln, während durch eine negative Substitution Punkte 
im Innern von in Punkte ausserhalb und umgekehrt übergeführt werden. 

Für c = wollen wir uns den Punkt % ins Unendliche verlegt 
denken; dann haben die Substitutionen A^ die diesen Punkt nngeändert 
lassen, die Form 

Tj' = Ai] = arj+ß. 
Wenn |«| = 1 ist, so haben wir |rfry'| = |rf;?|; die Substitution ^ ist in diesem 
Falle eine Verschiebung, indem jede Figur der i?-Ebene durch A in eine 
ihr congruente Figur verwandelt wird. Wenn \a\ + 1 ist, so verwandelt die 
Substitution A jede Figur der ?y-Ebeue in eine ihr ähnliche. 

In den Fällen, wo c + ist, zeigen die Substitutionen A ein den 
Verschiebungen analoges Verhalten. Wir beschränken uns im Falle c>>0 
auf die Betrachtung positiver Substitutionen -4, handeln also für c #= nur 
von Substitutionen A, die die Gleichung (II.) befriedigen. Für einen 
gegebenen Kreis bildet die Gesammtheit dieser Substitutionen offenbar 
eine Gruppe. 

Aus 

~dr^ - (YV^'dr 

ergiebt sich 

(III.) '^- = -i,,. 

wir erhalten also mit Rücksicht auf (II.) 

\dii'\ _ \dtj 



d. h. der Diflferentialausdruck 

(IV.) — ^-?.-^ 

ist eine bei allen Substitutionen A, die die Gleichung (II.) befriedigen, 
unveränderliche Grösse, also eine Invariante, der von diesen Substitutionen 
gebildeten Gruppe. 

Wenn c = ist, so ist der Differentialausdruck (IV.) nur für diejeiKgen 
Substitutionen, die den Punkt rj,, ungeändert lassen invariant, die den Ver- 
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eine Ebene abwickelbar*). Femer ist die Fläche, wenn wir p, q als 
rechtwinklige Coordinaten der ij-Ebene deuten, conform auf die ij-Ebene 
abgebildet, da ja das Linienelement ds dem Linienelemente \dT]\ der Ebene 
proportional ist. 

Für eine rectificirbare Curve C auf der Fläche ist die Bogenlänge 
zwischen zweien ihrer Punkte (p,, 9,), (pa, 92) durch das längs C genommene 
Integral 



2 r^'u^ ^^ '+^^' 



dargestellt. Für ein nicht negatives c hat diese Länge stets einen end- 
lichen Werth, wenn kein Punkt der Curve die Gleichung (1*.) befriedigt. 
Für negatives c kann diese Gleichung fUr kein reales Werthsystem (p, q) 
befriedigt werden, d. h. die Ourvenlänge besitzt stets einen endlichen Werth. 

Bestimmen wir nunmehr die geodaetischen Linien auf unserer Fläche. 
Aus den Formeln des art. 18 der „Disquisitiones" ergiebt sich die DiflFerential- 
gleichung der geodaetischen Linien in der Form 

also lautet dieselbe für unsere Fläche 

-2{p-m)^^+2(q-n) = 0. 

Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ergiebt sich leicht in 
der Form 

(2.) a[(p-m)H(9-^y + c] + 2b(p-iii)+2c(9-fi) = 0, 

wo die a, b, c Integrationsconstanten bedeuten. Wenn wir diese real wählen, 
so ist die entsprechende geodaetische Linie für nicht positive Werthe von Y? 
stets real, da für c^O stets 



•) Vergl. Darboux, Theorie des surfaces, T. III (1894), pag. 416flf. 
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d. h. es ist für jeden Punkt {p, q) der 17-Ebene der entsprechende Werth 
von r real und endlich. 

Für ein positives c nehmen wir & = 1^ > und z. B. 

dann ist r nur für diejenigen Punkte real, die der Ungleichung p < ä oder 

Gentige leisten; das heisst: 

nur den Punkten der ??-Ebene, die innerhalb des Kreises liegen, 
entsprechen reale Flächenpunkte; für die Punkte der Peripherie von ist 
r unendlich gross. 

Der üebergang zu den sogenannten ße/^amtschen Coordinaten*) wird 
vermittelt durch die Formeln: 

die Gleichung der geodaetischen Linien verwandelt sich in 

a+6A+c.a = 0, 

in der Ebene, wo i, /i rechtwinkelige Coordinaten bedeuten, entsprechen 
also den geodaetischen Curveu gerade Linien. Für (p—tny+(q—ny—c = ist 

c 
Eine projective Substitution Arj^ die die Gleichung (II.) befriedigt, 
entspricht auf der Fläche dem Uebergange von einem Punkte (p, q) zu dem 
Punkte (p', q')^ wo 

p' + q'i = rj' = Atj 

ist. Da ^4?; das Linienelement ds der Fläche ungeändert lässt, so durch- 
läuft der Punkt (p', q), wenn (p, q) eine Curve auf der Fläche beschreibt, 
eine Curve von derselben Länge. Daraus folgt also, dass der projectiven 
Substitution Arj^ die die Gleichung (II.) befriedigt, eine Transformation 
unserer Fläche in sich selbst entspricht, bei der jede Figur in eine ihr 
cougruente Figur verwandelt wird. Dass entsprechende Flächenstücke 
gleichen Inhalt haben, lässt sich leicht auch direct verificiren, indem das 



•) Giornale di Matern. Bd. VII (1866); Annales de TEcole Normale, Bd. VI (1869), 
S. 256 und 357. 
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WO das Integral ttber eine geschlossene Figur erstreckt ist, als den „Inhalt^ 
dieser Figur aufzufassen und dem Worte Winkel seine gewöhnliche Be- 
deutung zu belassen, so gelten je nachdem 

c > 0, c = 0, c< 

ist, die Sätze der Geometrie von Lobatscheffskij-Bolyai, Euklid, Riemann, und 
Figuren, die durch Anwendung einer projectiven Substitution, die der 
Gleichung (II.) genügt, aus einander hervorgehen, sind im Sinne der be- 
treffenden Geometrie einander congruent. 
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dann liefern*) die Lösungen des Gleichungssystems 

die Coefficienten derjenigen linearen Combination der [yj 

die der Relation 

(7.) hA'u + l,^,A'-'u+-' + l,,u=^0 

Genüge leistet, wo A^u dasjenige bedeutet, was aus u wird, wenn auf die 
[yj die Substitution /i* angewandt wird. Sei das Gleichungssystem (6.) vom 
Range n—r und 

ein System linear unabhängiger Lösungen desselben. 
Wir bilden die Ausdrücke 

(8.) ifti'p^r (^«i.o....), 

dann ist zufolge der Gleichungen (3.): 

k h 

d. h. die Ausdrücke (8.) sind für jeden ganzzahligen Werth von ß ebenfalls 
Lösungen des Gleichungssystems (6.). Wir können folglich ein System 
von T^ Constanten c^^ so bestimmen, dass, insbesondere, 

A = l /i = l 

ist. Aus diesen Gleichungen ergiebt sich aber sofort 



(9.) . ^bip^^:^ = ^ci^^^i'' 

h^i /i = 1 



wo c\f^ die Elemente der Substitution 



[ * = 1.2 n, j, 

\y» = l,2,3,... / 



bedeuten. 

Betrachten wir nun die zu der Substitution (c^,,) gehörige Fundamental- 
gleichung 

|c^,.-(y^,Cü| = (v.iU- 1,2 T) 

*) Vergl. dieses Journal Bd. 114, JS. loO. 
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diejenigen linearunabhängigen linearen Combinationen der [yj, die der Re^ 
lation (7.) Genüge leisten^ so befriedigen die^e Ausdrücke auch die Relation 

(16.) c^ß^fi+Cp.,ß^-'fi + -..+Ci,fi = (u<ce^T), 

falls die Substitution B mit A eertauschbar ist, 

IL 
Sei nun insbesondere o}\ eine Wurzel der zu B gehörigen Fandamental- 
gleichung (12.) Nr. I, für welche der Theiler (13.) Nr. I der linken Seite 
dieser Gleichung verschwindet, dann ist also a^l ^uch eine Lösung der 
Gleichung (10.) Nr. L Die Gleichungen 

T 

r = l 

sind demnach auflösbar; sei rj^^...^ri^ ein Lösungssystem derselben. Da 
nach (9.) Nr. I 

und oflFenbar auch 



ist, so ergiebt sich 






Ä=l ^=1 ^=1 r=l 

d. h. die Ausdrücke 





^nJ)!'^ («=1,2.....) 


bilden ein simultanes 


Lösungssystem der Gleichungen (6.) Nr. I und der 


Gleichungen 






A = l 


Das Aggregat 




(1-) 





multiplicirt sich also mit co^, wenn die [yj die Substitution B erleiden. 

Nehmen wir nunmehr A = 1, d. h. betrachten wir den zu einer 
Wurzel w« der Fundamentalgleichung von A gehörigen Linearfactor w— co^, 
so haben die Ausdrücke 
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Form von B anfgefasst werden kann. Es können also n lineare Com- 
binationen der [yj so gefanden werden, dass dieselben in Gruppen zer- 
fallen; jede solche Grnppe gehört zq einem Wurzelpaare der Fandamental- 
gleichangen von A und Ä, und die Elemente einer Gruppe verwandeln 
sich sowohl bei Anwendung von A als auch bei Anwendung von B auf 
die [yj nur in lineare homogene Combinationen ihrer selbst, so zwar, 
dass, wenn 

(2.) «1, «2, . . ., f>^ 

eine solche Gruppe bilden, die zu dem Wurzelpaare w«, co^ der Fundamental- 
gleichungen von -4, B gehört 

,Qs f ^«* = a*i«i + a*2«2 + ••• + «**<?*, 

wird, wo 

... ( «1. = «•« = ••• = «e» = tüa, 

ist, und wo ferner zufolge der Vertauschbarkeit der Substitutionen A, B 
zwischen den «»,/?» die Relationen 

oder, da flir «>/r, a« = 0, ßi,^ = ist, 

(5.) 
bestehen*), 



Q e 






III. 

Sei E ein dreifach zusammenhängender Bereich einer über der 
Ebene der complexen Variabein x ausgebreiteten /{jemaitnschen Fläche Ä, 
der durch die Querschnitte a^ b in einen einfach zusammenhängenden E 
zerschnitten wird. Wir betrachten eine lineare homogene Differential- 
gleichung 

deren Coefficieuteu rationale Functionen des Ortes in der Aiemannschen 
Fläche R sind und fUr welche ein Fundamentalsystem von Integralen [yj 

*) Vergl. A. Hirsch, Schriften der physik.-ökonomischen Gesellschaft in Königs- 
berg, XXXIII (1892), § II, Gin. (11.), (12.) 
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Differenzenrechnung auwenden, die man wohl als Rechnimg mit partiellen 
Differenzen bezeichnen könnte. 
Wir setzen 

Zi*> = Z,(Z,-l)...(Z,-*+l), 
Z5*> = Z,(Z,-l)...(Z,-*+l); 
dann ist offenbar 

(^- 1)Z{*> = 0, (ß- 1)Z{*> = *zi*-»>, 

(^~ l)Zi*^ = kZfr'\ (B- l)Zi*> = 0. 

Betrachten wir nun einen Ausdruck von der Form 

+y«Z}*-'>Z,+...+9>M+iZ?\ 
wo die (pa Functionen von x bedeuten, die innerhalb E eindeutig; sind oder, 
was dasselbe heisst, bei den Operationen A^ B ungeändert bleiben, and 
nennen F(Z^^ Z^ kurz einen Ausdruck A-ten Grades in den Z^ Z,, so wird 

(^-1)F(Z„Z,) = F,(Z,,Z,) 
aus /^(Zi, Z2) nach derselben Regel gebildet, wie der partielle Differential- 
quotient von F(Zi, Z2) nach Z2 zu bilden wäre, wenn an Stelle von Z[^\ Zi^^ 
die Potenzen Z}, Z2 ständen, und ebenso entspricht die Bildungsweise von 

(ß-l)F(Z„Z2) = F,(Z„Z2) 
der Bildung des partiellen Differentialquotienten nach Z^. 

Die Fi(Z„ Z2), F2(Zi, Z2) sind demnach Ausdrücke (Ar— l)-ten Grades 
in den Z^, Z2, aber nicht beliebige Ausdrücke dieses Grades, denn es 
stimmen gewisse Coefficienten in den F„ F2 mit einander überein; dieser 
specielle Charakter lässt sich am einfachsten durch die Gleichung 

(^-1)F,(Z„Z2) = (ß~l)F2(Z„ Z2) 
darstellen. Hat man umgekehrt zwei Ausdrücke (*—!)- ten Grades in 
den Zi, Z2 

öi(Zi, Z2), GiCZj, Z2), 
und ist für dieselben die Gleichung 

(^-1)G,(Z„Z2) = (ß-l)G2(Zi,Z2), 

(die wir vom Standpunkte der Differenzenrechnung als Integrabilitälsbedingussg 
bezeichnen können) erfüllt, so lassen die beiden simultanen partiellen Differenzen- 
gleichungen 

(^-I)G(Z„Z2) = G,{Z,,Z,), 
{B-\)G{Z,,Z,) = G,(Z,,Z.:) 
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In dieser Weise weiter schliessend, ergiebt sich endlich für -^ 
Darstellung 

. ^ = F^_,iZ,, Z,), 

WO F^_i eine ganze Function von höchstens (e--l)-tem Grade in den Z 
mit innerhalb E eindeutigen Coefficienten bedeutet. Damit ist der analyth 
Charakter der Integrale der Differentialgleichung (1.) Nr. III innerhal 
vollständig festgelegt. 

Wenn die Coefficienten von (1.) Nr. III rationale Functionen von x 

8 = >/(i"z.V)(r-^:ftV) 

sind und E die fiieiwawusche Fläche bedeutet, welche die Verzweigung vi 
darstellt, wenn femer die Integrale von (1.) Nr. III in der Umgebung jeder Sl 
der /iienaannschen Fläche E den Charakter von rationalen Functionen 
sitzen, so sind"*") die Substitutionen A, B stets mit einander vertausch 
und die abgeleiteten Sätze und Formeln liefern die auf die sogenan 
Pfcarcfschen Differentialgleichungen bezüglichen bekannten Resultate. Nam 
lieh ergiebt sich, wenn man die Z^, Z^ gleich geeignet normirten Integr 
zweiter Gattung wählt, die von Herrn Floquet**) angegebene Darstell 
der Integrale, und auch die von Herrn Sienberg f) entwickelten Relatic 
zwischen den Coefficienten der Potenzen von Zj, Z2 treten bei der von 
gewählten Art der Herleitung unmittelbar in Evidenz ff). 

Sei fUr die zu Beginn der Nr. III eingeführte /{temannsche Fläcl 
die Zahl p grösser als Eins, und mögen die Integrale der Differen 
gleichung (1.) Nr. III in der Umgebung jeder Stelle von R den Chara 
rationaler Functionen besitzen, mögen ferner die Substitutionen, die 
Fundamentsystem [yj erfährt, wenn x die 2p Querschnitte a*, 6jfc (&= 1, 2 .. 
überschreitet, die R in eine einfach zusammenhängende Fläche R 
wandeln, mit einander vertauschbar sein, so kann man ebenso wie im F 
p = 1 die in diese Notiz entwickelten Methoden zum Studium der Integ 
verwenden. Wir behalten un& vor, auf dieses Problem bei späterer Gelej 
heit ausfuhrlich einzugehen und bemerken nur noch, dass man die Be 



•) Vergl. Picard, Traite d'Analyse Bd. III (1896), S. 405. 
•*) Comptes Rendus, T. 98 (1884), S. 82. 
t) Acta Mathematica Bd. XV, S. 259 ff. 
ff) Vergl. die Darstellung im „Handbuch der Theorie der linearen Differei 
gleichungen", Bd. II, 2 (1898), S. 405 ff. 
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gung; der Vertauschbarkeit aller Substitutionen, die das Fundamentalsystem 
[yj beim Ueberschreiten der Querschnitte erfährt, noch durch eine andere 
ersetzen kann, die für manche Untersuchungen vortheilhafter erscheint. 

Bedeutet nämlich [ssi\ das dem [yi\ entsprechende Fundamentalsystem 
der zu (1.) Nr. III adjungirten Differentialgleichung, so sind bekanntlich 
[zi\ und [t/i] contragrediente Systeme. Sei nun 

A = (ort) (i,t=rl,2,..^«) 

die Substitution, die das Fundamentalsystem [yi\ erfährt, wenn x einen be- 
stimmten, etwa öl, jener 2p Querschnitte überschreitet, 

die Substitution, die [yi\ erfährt, wenn x einen anderen dieser Querschnitte 
überschreitet, so muss 

AB = BA 
sein, und daraus folgt*), dass die bilineare Form 

n n 

(p ^ 2 SaaZiyj, 

«• = u t= 1 

bei Anwendung der Substitution B ungeändert bleibt. 

Die Vertauschbarkeit jener 2p Substitutionen ist also gleichbedeutend 
damit, dass die bilineare Form (p eine innerhalb R eindeutige, und folglich 
da die Integrale von (1.) Nr. III keine Unbestimmtheitsstellen darbieten, 
eine rationale Function auf der Riemanmchen Fläche R ist. Die Form 
y) befriedigt diejenige lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten, 
der das Product yz genügt, wo y die allgemeine Lösung von (1.) Nr. III 
J5 die allgemeine Lösung der adjungirten Differentialgleichung bedeutet; da 
bekanntlich 

n 

ist, so ist diese letztere Differentialgleichung von der Ordnung n^—l. 



•) Vergl. Drobenius, dieses Journal, Bd. 84, S. 28 ff. 



Berichtigungen zu der Arbeit dieses Journal Bd. 114, S. 143—158. 
S. 156, Zeile 12 v. u. lies: i^l statt i^X. 

S. 157, Zeile 7 v. u. ist nach y,Diese bilden^ einzuschalten y,von n subtrahirt*^. 
S. 157, Zeile 2 v. u. und S. 158, Zeile 2, 3 v. o. lies Minuendus statt Subtrahendus. 



24* 



188 



lieber eine Kugelschar. 

(Von Herrn H. E. Timerding in Strassburg.) 



JöLreisbüschel beissen projectiv, wenn die Tangenten in ihren Grund- 
punkten projective StrahlenbUschel oder die Mittelpunkte der Kreise projective 
Punktreihen bilden. Sind in einer Ebene drei projective Kreisbüschel vorgelegt 
und sucht man zu je drei homologen Kreisen derselben den Kreis, der sie 
alle drei rechtwinklig schneidet, so bilden die Kreise, die man so erhält, 
eine kubische Kreisschar. Durch jeden Punkt gehen nänalich drei Kreise 
der Schar, oder, allgemeiner gesprochen, in jedem KreisbUndel sind drei 
Kreise enthalten, die zu der Schar gehören. Von der kubischen Kreis- 
schar arten drei Kreise in gerade Linien aus, dieselben bilden ein Dreieck, 
das wir kurz das Hauptdreieck nennen wollen. In der kubischen Kreis- 
schar sind ferner sechs Punktkreise enthalten. Die Mittelpunkte der Kreise, 
die die kubische Schar bilden, also die Potenzpunkte von je drei homologen 
Kreisen der drei projectiven Büschel, liegen auf einer rationalen Curve 
dritter Ordnung. 

Die Schnittpunkte von je zwei unendlich benachbarten Kreisen der 
kubischen Schar iiegen auf den Tangenten einer zweiten rationalen Curve 
dritter Ordnung. Dieselbe lässt sich ebenfalls als Mittelpunktscurve einer 
kubischen Kreisschar auffassen. Diese zweite Kreisschar gewinnt man aus 
der ersten, indem man zu je drei unendlich benachbarten Kreisen der- 
selben den Orthogonalkreis sucht. Die Beziehungen zwischen den beiden 
Curven dritter Ordnung und den zugehörigen kubischen Kreisscharen sind 
durchaus wechselseitig, man gelangt von der zweiten zur ersten genau 
ebenso zurück, wie man von der ersten zur zweiten hingelangt. Auch in 
der zweiten kubischen Kreisschar sind drei gerade Linien enthalten, die das 
Hauptdreieck dieser Schar bilden. Die Seiten des Hauptdreiecks von einer 
der beiden Scharen sind die Wendetangenten der Mittelpunktscurve der 
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je einer der beiden ersten Scharen projectiv auf einander bezogen, wie sie 
umgekehrt durch die letzteren, indem jedesmal homologe Kreise ein Büschel 
der zagehörigen anderen Schar bilden. Von solchen zwei Bttschelreihen 
kann man mit einem Ausdrucke des Herrn Reye sagen: sie ruhen auf ein- 
ander oder stutzen sich gegenseitig. Die Orthogonalbüschel zu den Büscheln 
zweier sich stützenden Scharen stützen sich ebenfalls. Die vier Kreisbüschel- 
scharen, die wir aus einer erhielten, stützen sich sonach paarweise und liegen 
paarweise vereinigt. 

Ein Kreisbüschelnetz nun ist durch drei projective Kreisbüschel be- 
stimmt, die keiner Büschelschar angehören. Man findet alle zu ihm ge- 
hörenden Büschel, indem man zunächst die durch je zwei der drei Büschel 
bestimmten Scharen projectiver Kreisbüschel aufsucht und zu irgend zwei 
projectiven Büscheln dieser Scharen wieder die dadurch bestimmte Schar. 
Ein Büschelnetz enthält also zweifach unendlich viele Büschelscharen. 

Zu dem Büschelnetz findet man ein zweites (reciprokes) Büschel- 
system, indem man zu allen ihm angehörenden Büscheln die Orthogonal- 
büschel sucht. Diese Orthogonalbüschel enthalten von der durch das erste 
Büschelnetz bestimmten kubischen Kreisschar je zwei Kreise, und umgekehrt 
ist immer das durch irgend zwei Kreise der kubischen Schar bestimmte 
Büschel zu einem gewissen Büschel jenes Büschelnetzes orthogonal. Die 
Büschel, die durch zwei unendlich benachbarte Kreise der kubischen Kreis- 
schar bestimmt werden, sind zu je einem Büschel orthogonal, das durch 
zwei unendlich benachbarte Kreise der zweiten kubischen Kreisschar be- 
stimmt wird. Dieselbe war dadurch definirt, dass sie aus den Orthogonal- 
kreisen von je drei consecutiven Kreisen der ersten Schar bestehen sollte. 

In einem Netze von Kreisbüscheln sind drei Büschel concentrischer 
Kreide enthalten. Das Dreieck, das die Mittelpunkte derselben bilden, ist 
das Hauptdreieck der zugehörigen kubischen Kreisschar, und seine Seiten 
sind die Wendetangenten von der Mittelpunktscurve der mit der ersten ver- 
bundenen zweiten kubischen Kreisschar. In dem Kreisbüschelnetz ist auch 
ein Strahlenbüschel enthalten. Der Scheitel desselben ist Mittelpunkt von 
zwei Kreisen der zugehörigen kubischen Schar und somit Doppelpunkt von 
deren Mittelpunktscurve. 
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2. 

In all diese Verhältnisse kommt eine viel grössere Klarheit, wenn 
man statt der Kreise in einer Ebene die Kreise auf einer Kngel betrachtet. 
Dann lässt sich zu jedem Kreise eine Kugel construiren, die in ihm die 
zugrunde gelegte Kugel — kurz gesagt, die Hauptkugel — rechtwinklig 
schneidet. Der Mittelpunkt dieser Kugel ist der Pol der Ebene des Kreises 
bezüglich der Hauptkugel. 

Sind nun zwei KreisbOschel der Hauptkugel projectiv auf einander 
bezogen, so bilden ihre Ebenen zwei projective EbenenbUschel. Sucht 
man also die Kreise auf der Hauptkugel, die zu homologen Kreisen dreier 
projectiver KreisbUschel orthogonal sind, so erhält man eine kubische Kreis- 
schar, denn man sieht sofort, dass die Pole der Ebenen dieser Kreise auf 
einer kubischen Raumcurve liegen und die Ebenen selbst ein kubisches 
EbenenbUschel bilden, das seinerseits aus den Schmiegungsebenen einer 
zweiten kubischen Raumcurve besteht. Beide Raumcurven sind einander 
bezüglich der Hauptkugel als reciproke Polaren zugeordnet. 

Die sphärischen Mittelpunkte der Kreise der kubischen Schar liegen 
auf der sphärischen Ourve sechster Ordnung, in welche die erste kubische 
Raumcurve aus dem Mittelpunkte auf die Hauptkugel projicirt wird. Die 
wirklichen Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf der inversen Curve der 
kubischen Raumcurve bezüglich der Hauptkugel. 

Die kubische Kreisschar wird durch beliebige drei, nur keiner Büschel- 
schar angehörende projective Kreisbüschel aus einem Büschelnetze erzeugt 
Die Axen aller dieser Kreisbüschel, nämlich die geraden Verbindungs- 
linien ihrer Grundpunkte, sind Sehnen der ersten kubischen Raumcurve, 
ihre reciproken Polaren bezüglich der Hauptkngel also Axen der zweiten 
kubischen Raumkurve. Hieraus folgt sofort, dass zu jedem der Kreisbüschel 
zwei Kreise der kubischen Schar orthogonal sind. 

Durch den Mittelpunkt der Hauptkugel geht eine Sehne der ersten 
kubischen Raumcurve, ein Büschel des Büschelnetzes besteht also aus 
grössten Kreisen, und die zwei Gegenpunkte, in denen diese sich schneiden, 
sind Doppelpunkte der sphärischen Mittelpunktscurve. Ebenso sind in dem 
kubischen Kreisbüschel drei grösste Kreise enthalten, weil durch den 
Mittelpunkt der Hauptkugel drei Schmiegungsebenen der zweiten kubischen 
Raumcurve gehen. Die reciproken Polaren der Schnittlinien je zweier 
dieser drei Ebenen sind die unendlich fernen Sehnen der ersten kubischen 
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Raumcurve. Durch diese Sehnen gehen die Ebenen der concentrischen Kreis- 
bttschel im Büschelnetz hindurch, die sphärischen Mittelpunkte dieser Kreise 
liegen sonach paarweise auf den grössten Kreisen in der kubischen Kreisschar. 

Die Schmiegungsebenen der ersten kubischen Raumcurve schneiden 
die Hauptkugel in den Kreisen einer zweiten kubischen Schar, deren Pole 
— d. h. die Pole ihrer Ebenen — auf der zweiten kubischen Raumcurve 
liegen und die alle zu je drei unendlich benachbarten Kreisen der ersten 
Schar orthogonal sind, während die erste Schar umgekehrt in der gleichen 
Beziehung zur zweiten Schar steht. Jedem Kreise der einen Schar ist ein 
Kreis der anderen Schar zugeordnet, so dass beide Kreise orthogonal sind. 
Aber damit nicht genug, wenn man die Orthogonalkreise zu beliebigen drei 
Kreisen der einen Schar und den entsprechenden Kreisen der anderen Schar 
aufsucht, so schneiden auch diese Orthogonalkreise einander rechtwinklig. 

Die projectiven Ebenenbüschel, welche die Punkte der ersten kubischen 
Raumcurve aus den durch irgend einen festen Punkt auf ihr gehenden 
Sehnen projiciren, schneiden die Hauptkugel in einer Reihe projectiver 
Kreisbüschel. Deren Pole liegen auf den reciproken Polaren zu jenen 
Sehnen der kubischen Raumcurve. Also umhüllen die Pollinien derjenigen 
Büschel des Büscheluetzes, welche zu einem Kreise der zugehörigen 
kubischen Kreisschar orthogonal sind, einen Schmiegungskegelschnitt 
der zweiten kubischen Raumcurve. Die grössten Kreise, welche die 
Mittelpunktslinien dieser Kreisbüschel bilden, umhüllen sonach einen sphäri- 
schen Kegelschnitt. Beschreibt man um dessen Punkte die Kreise, welche 
zu dem Kreise der kubischen Kreisschar orthogonal sind, so liegt jeder 
derselben mit zwei unendlich benachbarten Kreisen der zweiten kubischen 
Kreisschar in einem Büschel, ist also ausser dem fest angenommenen zu 
zwei unendlich benachbarten Kreisen der ersten Schar orthogonal. Der 
Kegelschnitt selbst ist dem Hauptdreieck der ersten kubischen Schar ein- 
beschrieben und berührt die sphärische Mittelpunktslinie der zweiten kubischen 
Schar in dem Punkte, der dem Mittelj)unkte des als Orthogonalkreis an- 
genommenen Kreises der ersten Schar entspricht. 

3. 

Nach diesen Vorbereitungen bietet es keine Schwierigkeiten mehr, die 
biquadratische Kugelschar zu betrachten, deren Kugeln zu homologen Kugeln 
von vier projectiven Kugelbüscheln orthogonal sind. Diese biquadratische 
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80 dass in der That jede Gerade dieser vier Ebenen zu dem tetraedralen 
Strahlencomplex gehört. 

Im allgemeinen sind zu einer Kugel unserer biquadratischen Schar 
doppelt unendlich viele, zu zwei Kugeln einfach unendlich viele Kugel- 
büsehel des zugehörigen Büschelcomplexes orthogonal, und zu irgend drei 
Kugeln der Schar ein einziges Büschel, wie umgekehrt zu jedem Kugel- 
büschel des Büschelcomplexes drei bestimmte Kugeln der Schar orthogonal 
sind. Hieraus folgt insbesondere, dass die Ebenen des Haupttetraeders zu 
der Schar gehören. 

Die Mittelpunkte der Kugeln, welche die biquadratische Schar bilden, 
liegen auf einer rationalen Raumcurve vierter Ordnung, die durch die acht 
Punktkugeln der Schar geht und deren Asymptoten auf den Ebenen des 
Haupttetraeders senkrecht stehen. Nun sind in dem Kugelbüschelcomplex 
unendlich viele EbenenbUschel enthalten. Dieselben müssen eine Büschel- 
schar bilden, ihre Axen bilden also die eine Regelschar einer quadratischen 
Fläche. Weil aber zu jedem jener Büschel drei Kugeln der biquadratischen 
Schar orthogonal sein müssen, liegen auf jedem Strahle dieser Regelschar 
drei Punkte der biquadratischen Mittelpunktscurve, das heisst, die Regel- 
schar wird von den Doppelsehnen der Raumcurve gebildet, und die letztere 
liegt auf der Regelfläche, der die Regelschar angehört. 

Bestimmt man zu je vier unendlich benachbarten Kugeln der bi- 
quadratischen Schar die Orthogonalkugeln, so bilden diese eine zweite bi- 
quadratische Schar, und die Mittelpunktscurve dieser Schar ist eine zweite 
rationale Raumcurve vierter Ordnung. Sucht man das zu drei unendlich 
benachbarten Kugeln der ersten Schar orthogonale Kugelbüschel des zu- 
gehörigen Büschelcomplexes, so enthält dasselbe zwei unendlich benach- 
barte Kugeln der zweiten biquadratischen Schar. Es ergiebt sich also, 
dass die Kugelbüschel, welche je zwei unendlich nahe Kugeln einer der 
biquadratischen Scharen verbinden, dem Büschelcomplex angehören, der die 
andere Schar erzeugt. 

Die beiden biquadratischen Mittelpunktscurven sind auf einander 
derart eindeutig bezogen, dass die Tangente in einem Punkte der einen jedes- 
mal auf der Schmiegungsebene in dem entsprechenden Punkte der anderen 
senkrecht steht. Insbesondere entsprechen den unendlich fernen Punkten 
der einen Curve die Wendeberührungspunkte der anderen Curve. Das 
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Ueber Riccfttische Differentialgleichungen höherer 

Ordnung. 

(Von Herrn Georg Wallenberg in Berlin.) 



JJie A?teca/fäche DiflFerentialgleicbung in ihrer allgemeinen Gestalt 
lautet: 

(1.) v' + q.+q,f^ + qy = (t?' = J-^; 

dieselbe besitzt die cbarakteristiscbe Eigenschaft, dass sie sieh durch die 
Substitution 

V = - — 

q, y 
in eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(2.) y"+P:y'+p.y = o 

transformiren lässt. Darin ist 

Geht man umgekehrt von der Differentialgleichung (2.) aus, dividirt dieselbe 
durch y und setzt 

//' 

y ^ 
worin q eine Function von & bedeutet, so wird 

J = qt>''i-q'f> + q'f>\ 
und die Differentialgleichung (2.) geht über in 

Diese Ausgangsart lässt recht deutlich den Grund hervortreten, weshalb 
jede beliebige Differentialgleichung (1.) sich in (2.) transformiren lässt: die 
Anzahl der Grössen pu, pi, q ist nämlich gleich der Anzahl der Grössen 
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Die Riccali&che Differentialgleichung zweiter Ordnung hat also jedenfalls 
die Gestalt 

Sie besitzt die von Herrn Picard^) aufgestellte Form, denn die .Verzweigungs- 
punkte ihrer Integrale sind offenbar „fest". Durch Vergleichung der Coeffi- 
cienten findet man: 

92 =^2+2^, q, =p,+p3^4- Y» 
35^3 = 3^, ^4 =^29 + 3^', 

9c) = ^', qs = 9'; 

daraus ergeben sich für die q^ die beiden Bedingungsgleichungen: 

94 = qzqi+q'z^ qs = 93- 
Wir haben also folgendes Resultat erhalten: 
Die Differentialgleichung 

(4.) f^" Hq-z+^q^^)^' +q^^+q^^Hq^q^+q^)^''+qW = o 

lässt sich durch die Subsiiiution 

in eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung 

(3.) y"'+P2y"+p,y'+Poy = 

transformiren**)] ihr allgemeines Integral hat also die Form 

^ ^ 1 c^y[ + c^y2 + yi 

qz^iVi + ^^y^+y,' 

worin y^^ y^, y^ Fundamentalintegrale ton (3.) bedeuten. 

Für die Coefficienten der Differentialgleichung (3.) erhält man noch 
folgende Ausdrücke: 

Pu = 9()93, 



*) „Memoire sur la theorie des fonctions algebriques de deux variables.** Jour- 
nal de Mathematiques pures et appliquees (Liouville). 1889. 4. Serie, t. V, p. 135 n. f. 
p. 281. 

**) EId sehr specieller Fall (mit constanten Coefficieoteü) findet sich in einer 
Arbeit des Herrn Mittag-Leffler^ Acta Mathematica, 18 : 3, p. 239. Ueber eine allgemeinere 
Differentialgleichung, welche (4.) als besonderen Fall umfasst, siehe die drittfolgende 
Arbeit des Verfassers sowie die dort citirte Arbeit von Herrn VessioL 
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Die Coefficienten der Differentialgleichungen (3.) und (4.) zeigen be- 
merkenswerthe Invarianteneigenschaften. Es ist nämlich: 

(I.) p,+2j;; = ,,+2^; 

(«0 ^.+p-^+^ = '.+'. M,i 



(IlL) ,,-?l-(|)' = „_| _(!)*. 



2 \2/ ^^ 2 V2 

Dabei ist aber zu beachten, dass (HL) eine Folge von (I.) und (II.) 
ist. Die Invariante (I.) tritt bereits bei der gewöhnlichen ßicca/tschen 
Differentialgleichung erster Ordnung (1.) auf; es ist nämlich dort: 

Eine ganz analoge Rechnung ergiebt: 

Die Riccatische Differenlialgleichung dritter Ordnung 

€"'+((73+4y4f')t>''+3^,f)'H(^,+(3^3g4+5(7;)ü + 6^^^)r'+(^^^ 

lä9st sich durch die Substitution 

1 y' . 
94 y 

in eine lineare homogene Differentialgleichung vierter Ordnung Iransformiren. 
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Zur Theorie der Differentialinvarianten. 

(Von Herrn Georg Wallenberg in Berlin.) 



Jüie in der vorhergehenden Arbeit für die Äiccattachen Differential- 
gleichungen erster und zweiter Ordnung aufgestellten absoluten Invarianten 
gelten, wie ich hier zeigen will, allgemein. 

Es möge in der Differentialgleichung 

(1.) y"''''+P.y''''+■^■+Pny'+P.,^y = o (y« = g) 

gesetzt werden 

y ^ 
worin q eine Function der unabhängigen Veränderlichen z bedeutet, dann ist: 

v" 

'- = qf^' + q'^ + q'f>\ 

tl = qv" + 2qv+q''v + ?>q'vv' + ^qqv' + q'f>\ 
allgemein: 

■ = (©-f-^y*~^^+ Glieder höherer Dimension int? und seinen Ableitungen; 

(* = 2,3,...,n4-l) 

darin bedeutet (t^ + g^*"^^ die bekannte symbolische Potenz, nach deren Aus- 
führung jeder Potenzexponent, auch 0, durch die entsprechende Ableitungs- 
zahl zu ersetzen ist. Dadurch geht die linke Seite der Differential- 
gleichung (1.) über in 

^ '"^ 1 + Glieder höherer Dimension in t? und seinen Ableitungen. 
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Darin ist: 



9i=P.+«Y' 
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(3.) 






a' a" flC"-*) 



>("-i) 



l(»-2) 



allgemein: 



gn=Pn+Pn-X^+Pn-7j+'+P2^ .,. ^ 



o(»»-l) nC") 



Vermittelst dieser Gleichungen kann man auch umgekehrt die p^ 
successive durch die qj, und q ausdrücken, indem man mit pi beginnt. — 
Im übrigen kann man das Gleichungssystem (3.) ganz unabhängig von 
seiner Entstehung durch Transformation einer Differentialgleichung betrachten. 

Ich bilde jetzt 

in der rechts stehenden Doppelsumme lautet der Coefficient von p^^^ (/+• 
gleich r und s statt / als Summationsbuchstabe gesetzt): 



oder, da 
ist, 

Es ist also 

(4.) 



^, \ s J\ r—$ /9,+, q ' 



M 






qn+i 

Journal fnr Mathematik Bd. CXXI. Heft 3. 



Pn+l 

26 
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Die Ausdrücke auf der linken und rechten Seile der Gleichungen (4.), 
welche letztere als Resultanten der Elimination von q aus den Gleichungen (3.) 
betrachtet icerden können, sind in den q^ bezw. Pi (i = 1, 2, . . ., ii+l) gon^ 
analog gebaut und stellen daher n absolute Invarianten des Transformalions- 
Systems (3.) dar. 

Eine zweite Reihe von Invarianten, in denen p^+i und q^^i nicht vor- 
kommen, findet man durch folgende Betrachtung: 

Das Gleichungssystem (3.) bleibt ungeändert, wenn man i-Pn+x an 
Stelle von p^^i und gleichzeitig i^qn^i »n Stelle von q^^i setzt, wobei l eine 
beliebige Function von z bedeutet; dasselbe besitzt daher auch die In- 
varianten 

(4.) 2:'("-?+%.-%^^- = 'H"-''^y-^'^ ''=■•■■ 

Aus der ersten der Gleichungen (3.) 

qx = f^i + «~ 
folgt nun: 

— I P\ d» 
e '•'^ 



e " 

die willkürliche Constante c kann gleich 1 angenommen werden, denn das 
Gleichungssystem (3.) bleibt ungeändert, wenn cq an Stelle von q gesetzt 
wird. Daher kann 

J Pi t** , J 9\ d» 

Pn+x ==f^e " und q,^, = fie " 
gesetzt werden, worin fi eine Function von z bedeutet. Wählt man nun in 

(4*.) ^ = -, so wird 
ist also 

-i;:r = «'(«■• '■" • • • '■""''>• '■ »• 'W- = -^«■■+^-«' °- »• '•■ 

SO ist auch 

; - - = ß/(Pn/>i, .--PI 0; 

^Pn+l 



*) Ueber die Form von lii siehe z. B. Schtömitch, Compendium der höheren Ana- 
lysis, II (1874), p. 4 — 5. Vergl. auch Hoppe, Theorie der höheren Differentialquotienten 
(Leipzig, 1845). 
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daher folgt aus (4*.)- 

Die ResuÜanlen der Elimination von q aus dem Gleichungssystem 

(5.) ».=I("-r')p-.'| ('-iir') 

können m die Form gebracht werden 

(6.) 2X~]^%>'-''^'^9^^9\^---'i'^-'')=£^^^ 

VÄ,= l.p,= g^=iy 

die auf der linken bezw. rechten Seite dieser Gleichungen stehenden Ausdrücke 
bilden n—1 absolute Invarianten des Transformationssystems (5.)- 

Die drei ersten Invarianten lauten, ausgerechnet, in den gti 

w n — 1 2 n—l , 

n~2 , (n-lXn— 2) 3 (n— 1X^—2) „ 

J-« ^^-^^.i+^^^-^X^-S) , (.^lXn-2X>»-3) , (i»-2Xri--3) . 

+ 8« ^^ + 4«' ^^^» 2~3-:4 1^ • 

Nennt man, wie üblich, die Summe von Index und Ableitungszahl eines 
Gliedes sein Gewicht und setzt das Gewicht eines Productes gleich der 
Summe der Gewichte seiner Factoren, so lehrt der Anblick der obigen In- 
varianten, dass dieselben isobar sind, und zwar ist J*(& = 2, 3, . . ., n) vom 
Gewicht k. 

Nach Beendigung dieser Arbeit bemerkte ich, dass das Gleichungs- 
Bystem (5.) mit demjenigen identisch ist, welches bei der Transformation 
einer linearen homogenen Differentialgleichung 

(A.) y^''^+Piy^''-''+-+Pny = 

durch die Substitution 

y = g-t? 
in eine ebensolche Differentialgleichung 

(ß.) t>^"^+9|t?^"~'^+-+9nt? = 

auftritt, sodass die Invarianten (6.) nichts anderes sind als die Coefficienten 
der »canonischen" Differentialgleichung, welche aus (A.) durch die Trans- 

formation y = e " • tp hervorgeht und in welcher der Coefficient von 

26* 
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^(n-i) verschwindet. Die Invarianz dieser Coefficienten bei allen Trans- 
formationen der Gruppe y ^q*f> habe ich aber bereits in meiner Arbeit 
»Anwendung der Theorie der Differentialinvarianten etc." (Dieses Journal 
Bd. 113, S. 2, Anmerkung) hervorgehoben (vergl. auch Vukideviöj Diss., S. 9 
und Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichnngen, 
Bd. II, S. 145 — 147). Trotzdem rechtfertigt die directe, rein rechnerische 
Herleitung dieser Invarianten und ihre allgemeine Aufstellung in praeciser 
Form wohl die Publication dieser Note. — Uebrigens ergeben sich auch 
die Invarianten (4) leicht auf gruppentheoretischem Wege. 
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Ueber lineare DiflFerentialgleiehungen, welche mit 
ihrer Adjungirten zu derselben Art gehören. 

(Von Herrn Richard Fuchs in Berlin.) 



Jüie Differentialgleichungen, denen die Periodicitätsmodaln der Abel- 
Bchen Integrale als Functionen eines Parameters genügen, haben die Eigen- 
schaft, dass ihre sämmtlichen sogenannten associirten Differentialgleichungen 
reductibel sind*). Bei dem Bestreben, den Grund für diese Reductibilität 
aufzufinden, wurde ich dazu geführt, mich mit linearen Differentialgleichungen 
zu beschäftigen, welche mit ihrer Adjungirten zu derselben Art gehören, zu 
denen die Differentialgleichungen der Periodicitätsmoduln gehören. Die 
folgende Notiz enthält einige Ergebnisse, die sich bei diesen Untersuchungen 
ergaben**). 

L 

Wir beschäftigen uns mit einer linearen homogenen Differential- 
gleichung gerader Ordnung 

mit rationalen Coefficienten, die mit ihrer Adjungirten 

zu derselben Art gehört 

Für jedes Integral y von (A.) giebt es dann also ein Integral « von 
von (B.) 80, dass die Relation besteht 

(C.) s = A^y+Ao,y + - +^o2.-,!(^'-*\ 

d^v 
wo Afnj i4üi, •..i-^2«-i rationale Functionen von x und jf^*^ = ^ bedeuten. 

^ Yergl. hierzu meine in Bd. 119 S. lif. dieses Jouroak abgedruckte Inaugural- 
diasertation and die Abhandlaog meines Vaters, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 
1898 S. 477ff. 

•^ Veigl. übrigens hierzu: Sitzungsberichte, 1899 S. 190. 
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Differentiirt man die Gleichung (C.) wiederholt nach x und ersetzt 
immer Ableitungen von y, deren Ordnung 2n oder grösser als 2» ist, 
mittelst (A.) durch die Ableitungen niedrigerer Ordnung, so erhält man 

WO wiederum ^«,„ ..., A^2n-i rationale Functionen von x bedeuten. 

Es sei nun ^i, j^^, . . ., y2n ein Fundamentalsystem von (A.) und Si, S29 •••? »2» 
das entsprechende von (B.), sodass also 

wenn in bekannter Weise die sogenannte Determinante von k Functionen 
ti„ «2, ..., «A 

j «1 «fi . . . tti 

; Wi u, ... w^ 



I 



mit D(tti, «2, . . ., tti) bezeichnet wird. 

Zufolge der in (C.) gemachten Annahme wird es dann ein weiteres 
Fundamentalsystem von (A.) 'yi, .., ^2» geben, so dass 

(2.) z^^ = ^«n^.+^«i^:+- +^«.»-i^P"-^\ (a:!;v::'") 

und es möge das System der ri aus dem der y durch die Substitution (c») 
hervorgehen, so dass al80 

•2n 
(3.) rii^ 2 C^yk' «=1,2,...2n). 

it =s 1 

IL 
In seiner Abhandlung (dieses Journal Bd. 77, S. 245flf.) hat Herr 
Frobenius die folgende Formel bewiesen (a. a. 0. S. 251) 

(!•) ^'^(«^+1, a*+2, ..., »21.) = D(y,.y2,...,yk\ 

wenn kurz 

(2.) ^ = Z>(»i,ya,...,».n) 

gesetzt wird. FUr * = n lautet diese Formel 

(3.) D(y,,y,,..,,y„) = ^ö(««+„ ...,«2»). 

Setzen wir in dieselbe die sich aus Gleichung (2.) voriger Nummer 
ergebenden Werthe von «i^,, ..., «^J^ ein, so ergiebt sich: 
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' -^o;., -^0^2 



-^«u. 



(4-) ^(^1,^2,...,»«) = ^ 2: 



-^lA, -^U, ••• -^U- 






rji'^l 



v^i^' 



V2n 



WO die Summe rechter Hand über alle Combinationen Aj << ij <! • • • < i„ ^ 2«— 1 
zu erstrecken ist. 

Nun lässt sich aber*) die Determinante 






'/2n 



für jede Wahl von i,, . . 



'n + l '2n j 

i» durch 

und seine Ableitungen bis zur r = ( „'*)-ten Ordnung linear und homogen mit 

rationalen Coefficienten ausdrücken. 

Ftthrt man diese Ausdrücke in Gl. (4.) ein, so kommt 



(5.) 



= Püö(^«+lt •••? ^2«)+/^! 



dx 
III. 



+ ••• + /'.., 






Die Determinanten D{y^^ ..., yj genügen, wenn für yi, ..., y„ beliebige 
M Integrale der Gleichung (A.) gesetzt werden, einer linearen homogenen 
Differentialgleichung v-ter Ordnung. (Vergl. die Abhandlung meines Vaters, 
Sitzungsberichte 1888, S. 1118 No. 3 Gleichung (H.)), die Herr Schlesinger 
(Handbuch u. s. w. Bd. IIi S. 127) die n-te Associirte von (A.) genannt hat. 
Derselben Differentialgleichung genügt also auch /)(i?it+i? •••? ^2«), wnd es muss 
daher nach (5.) voriger Nummer aus dem Satze des Herrn Frobenius (dieses 
Jonmal Bd. 76, S. 268**)) geschlossen werden, dass die m-te Associirte von 
(A.) reductibel istf). 

Es muss nur noch die Möglichkeit ins Auge gefasst werden, dass 
vielleicht die Gleichung (5.) voriger Nummer eine Trivialität ist. Dieser 

•) Vergl. die Arbeit meines Vaters, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1888, 
8. 1119 No. 4 Gl. (3.) oder L. Schlesinger, Handbuch u. s. w. Bd. II, S. 127. 
•^ Vergl. auch Hamburger, dieses Journal Bd. 111, S. 121. 

f) Der auf der linken Seite auftretende Factor — beeinflusst, wie leicht zu sehen, 
diesen Scbloss nicht. 
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Fall kann eintreten, wenn 1) />(J7«4.„ ..., »jaO sich auf Z)(y„ ...,y.) reducirt, 

und 2) Pi = P2 = • • • = Py^i = 0, Po = ^ ist. Wir wollen beweisen, dass 

schon die Annahme 1) unmöglich ist. 
Es ist zu Folge (3.) No. 1 



(1.) /JC'y^+i. ...,0 = 2: 



^n+Üi ^iit-lÄ.. • • • ^«•+1A„ 



D(yi,...yx^), 



WO rechts alle Combinationen ^1 < ^ <C • • < ^n ^ 2» zu nehmen sind. 
Die Annahme 1) würde verlangen, dass 

(2.) i 

für alle li, . . ., it«, ausser wenn A^ = 1, A2 = 2, . . ., l^ = n. Aus der Matrix 



= 



^m+21 ^«+22 



• ^» + 12ii 



'^114-2 2n 



^2iil ^2n2 • • • ^2n2n 

mttssten daher alle Determinanten n-ter Ordnung verschwinden mit Aus- 
nahme von 



(3.) 



^nfll ^i« + 12 



^n + l« 



= 1. 



^2nl ^2n2 • • • ^2ii'»i 

Bezeichnen wir die Unterdeterminante von c^ß in (3.) mit C«^, so 
ergiebt sich daraus 



(4.) 



(a = «4-1,..., 2»). 



C»+la C^n + ln +^«4-2« C^n+-2« H h ^2«« C2»n = 



Da nun aber die Determinante |C«^| = \caß\ = 1 ist, so folgt aus diesem 
Gleichungssystem 



(5.) 



^H + la 



= Cnr2a = - = C2«a = (« = «+ 1, ..., 2«). 



Die Gleichung (5.) voriger Nummer gilt nun aber offenbar immer, 
wenn an Stelle von y^, ^2) • • •) idi irgend welche n verschiedene der Integrale 
9n 921 • • •) 92.« gesetzt werden. Es müssen nur die Indices der 17 auf der 
rechten Seite allemale von denen der y auf der linken Seite verschieden 
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angenommen werden. Sollen alle diese Gleichungen Trivialitäten sein, so 
leitet man daraus jedes Mal ein den Gleichungen (5.) analoges System her 

Da hierin für ki^ki^...^X^ jede beliebige der Zahlen 1, 2, ..., 2;i ge- 
wählt werden kann, so wUrde daraus allgemein c^ß = für beliebiges a, ß 
folgen, was unmöglich ist. Der Fall, dass die Gleichung (5.) Nr. 2 für 
jede Wahl von ^1,^2?...,^» trivial sei, ist damit ausgeschlossen, und wir 
erhalten den folgenden Satz: 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung 2n-ler Ordnung mit 
ihrer adjungirten zu derselben Art gehört^ so ist ihre n-te Associirte reductibel. 



Journal für Mathematik Bd. CXXT. Heft 3. 27 



Die Differentialgleichungen, deren 

allgemeines Integral eine lineare gebrochene Function 

der willkürlichen Constanten ist. 

(Von Herrn Georg Wallenberg in Berlin.) 



Die Riccatische Dififerentialgleichung zeichnet sich dadarch ans, dass 
ihr allgemeines Integral eine lineare gebrochene Fanction der willkttrlichen 
Constanten ist. Geht man von dem Integral 



(10 



YiCi+YiCt 



aus, worin — die willkürliche Constante ist und j?„ tj.^, t„ ti Functionen der 
unabhängigen Veränderlichen » mit der keine Einschränkung enthaltenden 



Bedingung 






= 1 bedeuten, so erhält man durch Heraufmultipliciren mit 
dem Nenner und durch Differentiation: 

MWHly-v'ö+YX^^y'H^y-v'd = 0, 
und hieraus die Differentialgleichung: 

tiy'+^\y-^'i, t2y'+t'iy-f}'i\ 



= 



oder: 










(2.) 




y' = p„+2pty-\-p,y'] 




darin ist: 












Pi = 







diese drei Coefficienten sind von einander unabhängig, sodass (2.) in der 
That die allgemeinste Ätcca/ische Differentialgleichung darstellt. — Anderer- 



^=»t 
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seits hat das allgemeine Integral einer Riccatischen Differentialgleichung 
bekanntlich die Form: 



(3.) 






worin q^t/i^t/i Functionen von s bedeuten. Das Integral (1.) muss sich 
daher stets auf die Form (3.) bringen lassen; die Möglichkeit dieser Trans- 
formation geht auch daraus a priori hervor, dass sowohl /yi, t]2^ ^i, C2 mit der 



Bedingung 






= 1 als auch 9, jd, y2 drei von einander unabhängige 
Grössen repräsentiren. Durch Vergleichung von (1.) und (3.) erhält man: 

Andererseits ergiebt sich durch Differentiation: 
also: 









und daraus: 






ö+^c. 






«?/ 



= P1 



folglich, wenn die Integrationsconstante gleich 1 gewählt wird: 

A = e 

Die drei Grössen y„ j^o, 9 drücken sich daher folgendermassen durch die 
Tj,,Ui=h2) aus: 

fp,Jz fp,d. 



»2 = e Sj, 



A>7, Ai?, 



P2; 



darin ist zur Abkürzung 



gesetzt worden. 






= fn 



cell „ 

I b]b2 I 



27* 
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Wir haben diese einfachen Verhältnisse absichtlich etwas ausführ- 
licher behandelt, weil sie uns als Richtschnur für die Untersuchung der 
entsprechenden Differentialgleichungen höherer Ordnung dienen sollen. Es 
handelt sich also zunächst um die Aufstellung der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, deren allgemeines Integral die Form hat: 



(I.) 



y = 



r, Vi + Y,*] , + y, Vz *) 



Durch Heranfmultipliciren mit dem Nenner and zweimalige Differen» 
tiation ergeben sich die drei Gleichungen: 

riitiy' +^'iy-^[)+M^iy' +^'iy-'ni)+r3(.W ^^iy-n'i) = o, 
^(C.»''+2s;y^c;'y-'?;')■^y3(C.y''-^2s:J,^C^'y-,i')v3(S.y'^2c;yvc;'y-r/;') = o, 

und daraus die gesuchte Dififerentialgleichnng 

\^iy-%, ^iy-Viy t^y-i] 

Itiy'+^ly-v'ii ^iy'+t'iy-v'i, tiy'+t'jy-v'i =0, 

oder ausgerechnet: 

(IL) (A,+A,y)y''HBoirB,y)y'-\-C,y''+D,+D,y + D,f+D,y' = 0. 
Darin ist: 

! Vi »/i Si , Ci fei J/i 



A„ = 112 Vi ti , 



I V3 n'i 'C: 



Ai= ti Vi % 

\ti ti Vi 



ßo = 2 



Vi v\ r> 

I yi 

n-i n-i b2 

Vi Vi fes 



Vx Vi Vi 

Vi Vi v" 

Vi Vi Vi 

»21 Vi Si, 



/)3 = 



~\V2 Vi fei!, 

ff V» 

I Vi Vi ti , 



Co — — ^-«l, 

c. t'i r; I 

?3 b3 b3 : 

^. ?; V. i 

titiVi- 



ß, = 2 



^. ^;' »?. 

ti ^2 ^2 
; ^3 ^3 ^3 I j ^3 ti ^3 



*) Diese Differentialgleichung ist von Herrn Vessiot (Toulouse, Ann. IX. F.), dessen 
Arbeit mir leider erst nach Beendigung der meinigen durch die Güte des Herrn Lampe 
zugänglich gemacht wurde, in etwa» anderer Weise behandelt worden. 
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»?. nx Ix I 
/), = n2 n-i li I + 






ff •-•' 

*?! >?. tl 



»ji ^2' S? — Vi Vi S2 I , 

f ff ^ fi y \ 

^3 »?3 b3 Vi Vi b3 I 

s; r; ^. I ^, sr vi 

'Ci C" '?2 i + tl ^2 V2 

Vf ^»n V v»ff f 

b3 b3 ^3 I b3 b3 Vi 

Die Verhältnisse dieser 9 Coefficienten repräsentiren 8 Grössen, die Ver- 
hältnisse der in ihren Determinantenausdrücken auftretenden Functionen rj^^ 
T^i(i = 1, 2, 3) 5 Grössen; es müssen also zwischen den Coefficienten der 
Differentialgleichung (IL) drei Bedingungsgleichungen existiren. Die eine 
ergab sich sofort; sie lautet Cü = — 2^i. Man erhält sie auch durch folgende 
Betrachtung: Die Differentialgleichung (IL) muss ihre Form bewahren, 

Tvenn man sie durch y =^- transformirt, da v dieselbe Gestalt wie y besitzt. 

Die transformirte Differentialgleiclmng lautet aber: 

f?(^oC + ^,)c''+t?(ßuf'+ßi)«'-(2y4i + Co+2.4ot?)f'''-t'(ön«''+/>it?' + Ö2t?+/)3) = 0. 
Damit sie die Form (IL) besitze, muss in der That 

2^+Co = 



sein; nach Division durch v wird sie dann: 



(^i+^..c)t?"+(ß» + ßot?)c'~2^,y'-/>3-^2t?-/)i©'-Z),y = 0. 
Man sieht zugleich, dass A^ aus y4,„ B^ aus ß,„ —D^ aus /)„ und —Da aus 
Dl dadurch hervorgehen muss, dass man die Vi ™it den ^, vertauscht, und 
umgekehrt; der Anblick der Determinantenansdrücke bestätigt dies. 

Die beiden übrigen Bedingungsgleichungen auf directem, rein calcu- 
latorischem Wege zu finden, würde einen abschreckend grossen Aufwand 
an Rechnungen erfordern; wir schlagen daher zu ihrer Auffindung einen 
anderen Weg ein, der verhältnissmässig schnell zum Ziele führt. — Wir 
stellen die Frage: „Wann lässt sich 



(I.) 



y = 



- y'V< +y»' ?»+y.-. '?. 



Yi^x+Y,Ci-\-7X 



in einen Ansdruck von der Form 
(III.) 



1 y, y'x + Y.yi + rtP'i 



214 



Wallenberg, über Differentialgleichungen, 



transfonniren?'* — Da die Verhältnisse der 17^, ^^(i = 1, 2, 3) fünf von ein- 
ander unabhängige Grössen, dagegen yl, ^21 ya, g vier solche Grössen re- 
präsentiren, so mlissen, wenn dies der Fall sein soll, die ij^, C^, eine Be- 

dingungsgleicbung erfüllen. In der That ergiebt sieh durch Vergleichung der 
beiden Ausdrücke fürj^: 

yi = ^?^3, »3 = ^£3. 
Andererseits erhält man durch Differentiation: 

y; = ^^2+i'^2, 

also: 















h^ 

h 


-V, 




»• 6 + ^'i '•■ 




Daraus folgt: 








A ~ 


1?.?, 
j?»^ 






Die gesQcbte Bedingnngsgleichnng lautet also: 




Nun ist aber:*) 




• 






= 0. 






-?.»! 
-?.') 


2, 


'S 


X2- 




,1 
1 = '?. 

J 
1 


»?. s. s; 

»?2 S2 ■S2 

% s. ^; 



Hätten wir in den vorhergehenden Gleichungen 172 bezw. % statt 17» 
bevorzugt, so wäre t/i bezw. tj^ als Factor vor die letzte Determinante ge- 

*) Vergl. Baltzer^ Theorie und Anwendung der Determinanten, 1881, p. 16 — 20,. 
und p. 65. 
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schienenen Arbeit*) gezeigt habe, einer DiflFerentialgleichung von der Gestalt 

und zwar ist darin pi = q\ ich habe daselbst diese Gleichung eine „ßfcca/ische 
Differentialgleichung zweiter Ordnung^' genannt, weil sie sich ihrerseits durch 
eine logarithmische Substitution in eine lineare homogene Differentialgleichung 
dritter Ordnung transformiren lässt. Die Differentialgleichung (IL) lässt sich 

also durch die Substitution y = — -^ in eine Riccatische Differentialgleichung 

zweiler Ordnung transformiren. 

Genügen die ?;„ ^^ der Bedingungsgleichung (4), d. h. ist A^ = 0, so 
ist auch Co = 0, und es muss bereits die durch A^ dividirte Differential- 
gleichung (IL) die Gestalt (5.) haben, woraus sich die beiden restirenden 
Bedingungsgleichungen zwischen ihren Coefficienten ergeben. Ist aber 
Ai =# 0, so muss n. 0. die durch Ai dividirte Differentialgleichung (IL) durch 

die Substitution t? = ^— ^ aus (5.) hervorgehen; sie besitzt daher die Gestalt; 

(y+^)y''-2y''+y\Sp.+pJ--4.d'+p,,y)+^r^2<f'' 

(6.) j H^p^+pJ)^'-P2^'-ps^"- {p.^Pi+p'O^-pl 

l +(^''+pJ'-Sp2^'-2p,d^p,p,--pi)y^{SpJ+p,)y'^p,^ = 0. 
Dividirt man die Differentialgleichung (IL) durch A^ und benennt die 
Determinantenquotienten mit den entsprechenden kleinen lateinischen Buch- 
staben, so lautet sie mit Berücksichtigung der Relation Co=— 2-4i: 
(7.) (y+a,;)y'-2y''+(b,+b,y)y'+d,^+d,y + d,f+d,y'=^0. 
Durch Vergleichung von (7.) mit (6.) ergeben sich dann die beiden 
gesuchten Bedingungsgleichungen: 

(8.) . +3a;i6; + 9a2rf2~18aSrf3-65r 

3rfi = —a^!'\-a^ib[+a^)bl+6a^^d2'-9ald^-~bl—b^^bl. 
Dieselben stellen gleichzeitig bemerkenswerthe Determinantenrelationen dar; 
sie sind in der That so complicirt, dass sie sich auf directem Wege wohl 
nur mit einem übergrossen Aufwand an Rechimngen hätten finden lassen. 
Zum Schluss möge noch kurz angegeben werden, wie die oben auf- 
geworfene Frage sich allgemein erledigt: Die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass 

" y,C, +y,Ct + ••• + }'-£. ^ = ^ 

•) Dieses Heft S. 198; daselbst muss v* statt s* stehen. 
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lieber die einer linearen Diflferentialgleichung w-ter 
Ordnung adjungirten und assoeiirten Differential- 
gleichungen »-ter Ordnung. 

(Von Herrn E. Grünfeld in Nikolsburg.) 



1. 

Ist 

(1.) P(s) = ^-\-p/i^r\-'--+M = 

eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung, deren Coefficien* 
ten j»i, . . ., p, Functionen von jj, und 

die Determinante eines Fundamen talsystems von Lösungen y„ . . ., y» der- 
selben, so genügen bekanntlich die n Grössen 

für jedes &= 1,2,...,« gleichfalls einer solchen Differentialgleichung: 

(3.) QM = ^ + 9^-^ + • • • +?«»«(», = 0, 

deren Coefficienten qi^^ "^qnk sich rational aus den p< und deren Ableitun- 
gen zusammensetzen, und welche die „Adjungirte der &-ten Zeile" genannt 
wird (d. J. Bd. 115, S. 329ff.). 

Da, von einem constauten Factor abgesehen, 

(4.) D„ = e-f"'" 

ist, so können die Ausdrücke (2.) in der Form geschrieben werden: 

(5-) «(it)i = Vik), • ef""'', . . ., fi(,)^ = i?(,)^ . ef"'"^ 

wenn gesetzt wird: 
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80 dass also ij^^^^^ . . ., rj^u)^ die Adjuncten der Elemente der &-ten Zeile in 
D(yi, . . ., y^) bedeuten. Wenn nun gemäss (5.) in der Gleichung (3.) die 
Substitution gemacht wird: 

(5'.) «(*) = Vc.ye/'"^ 

SO verwandelt sich dieselbe in 

(6.) ^*(%)) = ^-^'^''^-ß(*)(W = 

WO 

ein homogener linearer Differentialausdruck u-ter Ordnung ist, dessen Coeffi- 
cienten ganze rationale Functionen der ^fj*, . . ., q^j, und deren Ableitungen 
sind. Wenn also die Determinante D^ nach den Elementen der &-ten Zeile 
entwickelt wird, so genügen die durch dieselbe dividirten Adjuncten dieser 
Elemente, d. i., die Grössen (2.), der Differentialgleichung (3.), diese Ad- 
juncten selbst: ^h, '/c*),, • • •? ^(*)^ aber genügen der Differentialgleichung: 

(7.) fi.C^o) = 0, 

deren Coefficienten gleichfalls rational aus den p, und deren Ableitungen 
zusammengesetzt sind. Diese letztere Differentialgleichung mag als die 
„Associirte der A-ten Zeile" bezeichnet werden. Zwischen derselben und der 
Adjungirten der &-ten Zeile findet gemäss (6.) die Beziehung statt: 

(8.) Rkiiik)) = />(yi, »2, . • ., yn) . Qk(u^k)) (& = 1, . . ., n). 
Was diese neuen Veränderlichen rj^j,^ betrifft, so sind dieselben nur 
^ine besondere Art derjenigen, welche, wie Herr Fuchs gezeigt hat*), sich 
-aus den Partialdeterminanten der verschiedenen Ordnungen in D^ bilden 
lassen und die homogenen linearen Differentialgleichungen genügen, deren 
Coefficienten rational aus den pi und deren Ableitungen zusammensetzbar sind. 
Bezeichnet ss = «(,) die Adjungirte der «-ten Zeile, so ist die Deter- 
oninante der Adjungirten aller n Zeilen (d. J. Bd. 117, S. 288): 

(9-) hk)} = ß(«i, «2, . . ., Ä«) (*, t = 1, 2, . . ., n) 

oder auch: 

(10-) kt)J = ö (»1,^2,. -.,»»)"', 

^a (Frobenius d. J. Bd. 77): 

(11.) ß(y.,...,ffn)-ß(^n...,0 = l 



•) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1888, II, S. 1115 ff. Vergl. auch 
Forsyth, Philosophical Transactions, vol. 179. p. 424 sqq. 
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ist. Zufolge der Sabstitution (ö.) ist aber 

woraus mit Rücksicht auf (10.) folgt: 

(12.) |i?c*)J = /)(»„ y., . . ., VnT' (A, t- = 1, 2, . . ., n), . 

sodass also die Determinante der Associirten aller n Zeilen gleich der (it— l)-ten 
Potenz von D^ ist. 

Der Kürze wegen werde i?(„) = ^, also i?(„). = ^, gesetzt. Wird in 

Gleichung (11.) gemäss (5.) 55. = ^..^/''''^ (t=l,..., ») substituirt, so ver- 
wandelt sich dieselbe in: 

ö(yi, . . ., Vn) ■ D(C, ef""^, . . ., Lef""") = 1 
oder, weil, wenn y, y„ . . ., y, beliebige Variabein bedeuten, 

(13.) D(yyt, . . ., yy„) = y''D(yt, . . ., y,) 

ist (Frobenius, d. J. Bd. 77), in: 

ö(yn...,9,)-/>(^.,...,Q-(e>"")"=l 
oder zufolge (4.) in 

(14.) /)(r., ?:„ . . ., D = /)(y„ y„ . . ., jrj-'. 

Gemäss (12.) ist daber: 

welch letztere Beziehung derjenigen in (9.) analog ist und aus dieser durch 
die Substitution (5.) auch unmittelbar hervorgeht. 

Es gilt ferner die Beziehung (d. J. Bd. 115, S. 332): 

(15.) ^(«(■M«o).,--i«(.)j- fl(j,.,i,;;7:.,^ö^' 

durch Anwendung der Substitution (5.) und Berücksichtigung der Formel (13.) 
geht dieselbe Über in: 

(16.) ^('7{i),, »/(i)., • • •, »/(dJ = D{y\, y[, . . ., y',y-\ 

Die Beziehungen (14.) und (16.) lassen sich verallgemeinern: 

Denn es ist (Frobenius, d. J. Bd. 77): 

^(yi, • • •) y»)'D{K+u »x+i) • • •) O = Jf^Cyi. • • -i y.) («=«'.i...,.-i) 

woraus mittelst der Substitution (5.) sich ergiebt: 

ö(S,+i, ?x+2, . . ., ?,) = />(yi, ^i, . . •, y,) • D(tft, y„ . . ., y.)""'~S 
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aus der symbolischen Darstellung für die Differentialgleichung der n-ten 
Adjungirten (Frobeniue, d. J. Bd. 77):, 

nr \^Pr \^Pa±J^± d DLi d D, 

Vn(Min)) - nW - D,dxD,D,dx"dxD.Dn-2 dx D,^i *' 

wo jetzt D, = D(y„y2, •••jy«) ^^t, diejenige für die Gleichung der Associ- 
irten der i»-ten. Zeile in der Form herleiten: 

^nV^(«); - ß dxD^D^dx" dxDnDn-.2dxDn^i' 



wo gleichfalls!)^ für Z)(yi, ..., y,) geschrieben wurde. 

Wenn die Differentialgleichung (1.) diejenige mit constanten Coeffi- 
cienten ist: 

so fallen die n Adjnngirten in eine einzige zusammen, welche die Form 
hat (d. J. Bd. 117): 

(20.) P.(«)= 0-Ä.£;;i+Ar.£a--+(-l)"^.« = O. 

Es fallen daher auch die Associirten aller n Zeilen in eine einzige zusammen^ 
die aus (20.) durch die Substitution (5.), welche jetzt die Form hat u = e*»*-i7, 
hervorgeht, und deren Coefficienten ganze rationale Functionen von den 
*n h, •..,*» ^^^^' Diö symbolische Darstellung dieser gemeinsamen Associ- 
irten geht aus derjenigen für die Gleichung (20,) (d. J. Bd. 117, S. 279) 
mittelst der Eormel (8'.) in der Form hervor: 

- RAri) = e('-.+-a+- + -«)^-^e-('-.-'-i)*if.e-('-3-ra)x^... 
^ dx dx dx 

dx dx ' ' 

wofi, ..., r„ die Wurzeln der Gleichung r"-|-Arir"~*H h*«=^0 sind. 

Ist ferner die Differentialgleichung (1.) die folgende: 

(21.) P(y) = __+___-+^^__^+... + _y==^ 

WO die &i, ...,*, wieder constant sind, so sind die Differentialgleichungen 
der n Adjungirten von derselben Art wie (21.) (d. J. Bd. 117.), und da die 
Substitution (5.) in diesem Falle die Form annimmt: 

so folgt, dass auch die Differentialgleichungen der n Associirten von (21.) 
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woraus zufolge (5.) die Gleichung (24.) ebenfalls hervorgeht. Mittels (25.) 
lässt sich die letzte der Gleichungen (22.) unmittelbar verificiren. Denn 
schreibt man dieselbe in der Form 



(« = !,...,«) 



(«=!,.. ,n) 



~dx' ^ ~«(»-i)w+Pi«(-)* 

und setzt (d. J. Bd. 115, S. 332): 

' -5i/D(y„y„..„yn) 

P' ^ " Z>(y,,y„...,yO 
und (Frobenius^ d. J. Bd. 77): 

^(.). - ^. - (- 1; Z)(y,;y„...,yn) . . 

so geht dieselbe über in die folgende: 

•' d i>(y,,...,y>-i,y,4-ii-»',yi») ^ 

A A 

jj^J>(y„...,y,_,,'y*+,,...,y«) D(y, ,.--»y*-i,y*+i,...,y«)-^^(yny2> •••»»») 

^ ~ D(y,,y,,...,yn) D(y,,y,,.,,,yny ' 

deren Richtigkeit unmittelbar ersichtlich ist. 

Mittels der Gleichungen (22.) kann man «o), «(jj? •.•? «'(n-i) durch die 
Adjungirte u^^^ = j» in der Form ausdrücken (dieses Journal Bd. 117, S. 273): 

(26.) «!(,) = p„_,»- _(p,^,^,»)+ _ (p_,_3ä)-....4-(-1)«-*^1^. • 

(*-l n). 

In gleicherweise lassen sich, die Ajssociirten »/(d, »7(2)? . . •, ^(«-d durch 
die. Associirte t]^^^ = ^ vermittelst der Gleichungen (23.) ausdrücken. 
So ist 

^C«-3) = (P3-Plf^2~P2)S-(pl+P;+P2)^-2;i.~-^,, (p'=£) 

u. s. w.; diese Ausdrücke sind jedoch nicht von so einfacher Form wie die 
vorstehenden für die u^j^y 

Zwischen der Differentialgleichung (1.) und ihrer n-ten Adjungirten 
besteht bekanntlich die Beziehung: 

(27.) »/'(»)+(-l)-y/'.(*) = ^f(y,») 



I 
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WO 

%,.)=.£a+(p.3-i)£a+-+(,-.-..-,4(p.-'')+-+(-i)-£5» 

ist. Dieser bilineare Differentialausdruck lässt sich zufolge (26.) in der 
Form darstellen (dieses Journal Bd. 115): 

Dieser letztere Ausdruck aber verwandelt sich durch die Substitution 
(5.) in den folgenden: 

P{V, Je/'*) = [„., -^ + ,,_„ -j^ + ... + ,„ % + „„,] . e/'* 

der, wenn ^(«_i), V{n-2)^ • • v ^co durch ihre Ausdrücke in t, ersetzt werden, in 
einen bilinearen Ausdruck R(y,t) ähnlicher Art wie P(y,z) übergeht, und 
da andererseits gemäss (8".) 

ist, so verwandelt sich die Gleichung (27.) in 

wonach also der Ausdruck links erst dann ein vollständiger Differential- 
quotient wird, wenn derselbe mit e*^^'"^ multiplicirt wird. 

4. 
Die Coefficienten der n Differentialgleichungen 
(28.) Q,(ti,,0 = (^=^1,2 .) 

sind stets Functionen derselben Beschaffenheit wie die der Gleichung (1.) 
selbst (dieses Journal Bd. 117). Gleiches gilt nun auch von den Coeffi- 
cienten der n Associirten 

(29.) Ä,(7y(,,) = 0, (*=i,2,....> 

wie dies aus der Entstehungsweise dieser Gleichungen unmittelbar hervor- 
geht. Hat die Differentialgleichung (1.) insbesondere die Gestalt: 

wo die Pi(x) in der Umgebung des Punktes rr = eindeutig und stetig sind, 
und ist 

(31.) r(r-l)...(r-n+l)+;>,(0)r(r-l)...(r-ii + 2) + ...+p_,(0)r+p.(0) = 

Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 3. 29 
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die auf diesen Punkt bezügliche determinirende Fundamentalgleichung, so 
haben die Gleichungen (28.) gleichfalls die Form (30.), so zwar, dass ihre 
determinirenden Fundamentalgleichungen die Wurzeln 

(32.) ~ri + Ar-l, -fj+A-l, . . ., -r„ + &-l (*=i,2,....«), 

besitzen, wenn fj, rj, ..., r„ diejenigen der Gleichung (31.) sind (dieses Journal 
Bd. 117). Demnach sind auch die Differentialgleichungen (29.) von der 
Form (30.), und die determinirenden Fundamentalgleichungen derselben 
besitzen Wurzeln, die wie folgt sich ermitteln lassen: Gemäss (4.) und (5.) ist 

(33). riik), = ^ik),'D(y,, ..., yj, (*,< = !,...«) 

WO jetzt die u^^^^ reguläre Integrale (^Thome, dieses Journal Bd. 75), somit 
von der Form sind: 

%), = ^~''^''*"'V^(A),(^), 
worin die wie F beschaffenen Functionen (p^j,^. für x = nicht verschwinden 
(Fuchs, dieses Journal Bd. 66). Andererseits kann, wie Herr Fuchs gezeigt 
hat (dieses Journal Bd. 66), die Determinante i5(yi, y<j^ ..., y„) auf die Form 
gebracht werden: 

wo yj{x) in der Umgebung des Punktes x = eindeutig, stetig und ftlr x = 
von Null verschieden ist; daher verwandelt sich (33.) in: 

WO die i//(;fc). Functionen derselben Beschaffenheit sind wie die (p^j,^.. In der 
Gleichung (31.) aber ist der Coefficient von r** ^ 



daher ist 



.V «(w — 1) 



ri + - + r,.,+r,,., + ... + r, = -r.-f-^-^— "P^W' 



weshalb (34.) übergeht in 

(35.) r,,,^^ = X-'i' '-'-''^'''•IP,,,,{X) (A-,. = l.....n). 

Aus Gleichung (35.) folgt demnach, dass die Wurzeln der deter- 
minirenden Fundamentalgleichung, die zur Differentialgleichung der Associirten 
der /r-ten Zeile gehört (/r= 1, ..., «), gleich sind den um j»i(0) verminderten 
Wurzeln derjenigen determinirenden Fundamentalgleichung, die zur Differential- 
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^'leichnng der Adjungirten der Ar-ten Zeile gehört; es ist, wenn die ersteren 
^Wurzeln mit p„ p2, •••??« bezeichnet werden 

^^a diesem Ergebnisse gelangt man auch auf folgende Weise: 
Gemäss (5.) ist nämlich jetzt: 

da aber ^^^ = ^^^ +/'(a') ist, wo f{x) in der Umgebang von a: = ein- 
heutig und stetig, somit 

«0 wird nach Einsetzung des Werthes von t/j^i): 

^woraus sofort der Werth fllr rj^^^ in der obigen Form (35.) hervorgeht. 



Es werden die Wurzeln fj, r^^ . . ., r„ in Gruppen von der Art ein- 
getheilt, dass in einer jeden nur solche Wurzeln vorkommen, die sich um 
Null oder reelle ganze Zahlen unterscheiden. Sind r^, r2, . . ., r^ die Wurzeln 
einer solchen Gruppe (fi), so geordnet, dass für «<:/? die Diiferenz r^—rß 
nicht negativ ist, so giebt es {Fuchs, d. J. Bde. 66, 68) h Fundamentalintegrale 
der Differentialgleichung (30.) von der Form: 

y Vh^ a:^''[y/a + yÄ2logx+ . . • + »?ÄÄ(loga:)*-']. 

•Sind die Wurzeln r,, • . ., r^^ alle von einander verschieden, so kann es vor- 
kommen, dass in der vorstehenden, mit (S.) bezeichneten Gruppe von 
Integralen alle Logarithmen verschwinden (Fuchs, d. J. Bd. 68, S. 373 — 378). 

Die Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichung, die zur 
Adjungirten der &-ten Zeile gehört, sind nach (32.): 

^Bilden daher r^, . . ., r^ eine Gruppe (Ä), so bilden wegen «<jb)^— *(*) . = -^(»"a— »"is) 

29* 
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die Wurzeln «(*),, . . ., s^^^^ gleichfalls eine Gruppe {Rj^) von der Art, daas je 
zwei derselben sich nur um Null oder eine ganze Zahl unterscheiden. Da 
die Adjungirte der &-ten Zeile in Bezug auf den singulären Punkt x = 
sich genau so verhält wie die Diifererentialgleichung (30.) selbst, so besitzl 
dieselbe A Fundamentalintegrale: «'(t),) %),?•••) t^cit)^) welche zu den Wurzeli^^v Ji 

der Gruppe (R^) als Exponenten gehören und eine Gruppe (S^) von ahn mtji 

lieber Beschaffenheit wie (S) bilden. Sind zwei oder mehrere von dei^i^v ei 

Wurzeln fj, . . ., r,. einander gleich, in welchem Falle die Gruppe (S) noth mi- 

wendigerweise Logarithmen enthält, dann sind auch die entsprechendei^HH~~v ^n 
Wurzeln der Gruppe (ß*) einander gleich, und in der Gruppe (S*) tretei^BK::a:u 
dann ebenfalls Logarithmen auf. Von Herrn Jürgens aber ist gezeiglK^^^t 
worden (d. J. Bd. 80, S. 150 — 168), dass man aus einem Systeme rrii^— ■ n 

Integralen der Differentialgleichung (1.) von der in der Gruppe (S) be ^- 

findlichen Art ein ebenso geformtes System von Multiplicatoren derselbe! 
herleiten kann. Daraus folgt, dass in der Gruppe (S) von Integralen de 
Gleichung (30.) und der zugehörigen Gruppe (SJ von Integralen ihrer it-tei 
Adjungirten stets gleichzeitig Logarithmen vorhanden sind oder nicht Dj 
nun ferner, wie aus dem Ausdrucke für u^j,^ in (26.) unmittelbar hervorgeht—-— i^t, 
einem mit Logarithmen behafteten Integrale z der n-ten Adjungirten solehe^^^^e 

Integrale %) der übrigen Adjungirten entsprechen, die gleichfalls mit Loga -- 

rithmen behaftet sind, so folgt, dass in den Gruppen (S,), (S2), . . ., (SJ Loga 
rithmen vorhanden sind oder nicht, je nachdem solches in der Gruppe {S\ 
der Fall ist oder nicht. 

Aus (36.) geht hervor, dass die Wurzeln: 

ebenfalls eine Gruppe (/?i) der angegebenen Art bilden, und da ferner die 
i?(;t) von den u^j,^ sich nur um den Factor D(yi, ^2, •••? y«)? welcher von Loga- 
rithmen frei ist, unterscheiden, so ergiebt sich, dass in der zur Wurzelgruppe 
(ß*) gehörigen Gruppe (Si) von Integralen: ??(*),, ly^jt^ •••? ^^^ ^er Associirten 
der Ä?-ten Zeile gleichfalls Logarithmen auftreten oder nicht, je nachdem 
dies in (S) der Fall ist oder nicht. 

Zum Schlüsse bemerke ich noch Folgendes: Jedes der n Systeme 
von Integralen: %),,., «*(*)„ (4=1, ...,fi) der «Adjungirten, welche dem 
Systeme der Integrale j^i, . . ., y„ der Gleichung (1.) entsprechen, ist mit diesem 



> 
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gleichzeitig linearanabhängig oder nicht (d. J. Bd. 117, S. 290). Da nan, 
^wenn eine Gleichung von der Form: 

mit den von Nall verschiedenen Constanten c^, Cj, . . ., c^ stattfindet oder nicht, 
a^uch die Gleichung: 

stattfindet oder nicht, so folgt, dass auch jedes der n Systeme von Integralen: 
^c*).» • • •» ^(*)n (* = Ij • • '1 ») der n Associirten gleichzeitig mit j^i, . . ., y« linear- 
anabhängig ist oder nicht. 
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Zur Theorie der singulären Punkte einer Raumcurve* 

(Von Herrn Alfred Meder in Riga.) 

In den meisten Darstellungen einer Theorie der ebenen und Raum- 
curven wird gewissen Grössen, deren analytischer Ausdruck ein Wurzel- 
zeichen enthält, wie z. B. dem Bogenelement oder dem Krümmungsradius, 
ein constantes Vorzeichen beigelegt. Im Folgenden soll gezeigt werden, 
dass diese Annahme in gewissen singulären Punkten eine. Unstetigkeit der 
Differentialquotienten dieser Grössen bedingt und andererseits die Annahme 
der Möglichkeit eines Zeichenwechsels in diesen Punkten die nähere Unter- 
suchung derselben bedeutend vereinfacht. 

§ 1. 

Das Bogenelement. 

Es seien die Coordinaten der zu untersuchenden Curve als eindeutige 
Functionen eines Parameters / gegeben, welche für ein gewisses Intervall 
dieses Parameters, das den betrachteten Punkt enthält, sammt ihren Ableitungen 
bis zu einer gewissen Ordnung hinauf endlich und stetig sind: 

t^ t^ 

X = xu+x!it-^ xll 2 + •••, y = yo+y'ot+y'il 2 + "*' * "^ ^a+^lf+^ll 2 "*" " ' • 

In einem singulären Punkte können einige der ersten Ableitungen 
von x^ y^ z verschwinden, und zwar verschwindet, wie ich in einer früheren 
Abhandlung*) gezeigt habe, bei einer allgemeinen Lage des Coordinaten- 
systems von jeder der drei Coordinaten dieselbe Anzahl von auf einander 
folgenden Ableitungen. Es sei für den Coordinatenanfangspunkt 

x' = o:" = . . . = a;('*> = 0, x^^-^'^^ 0, 
(1.) l y' = y" = ... = y^'') = 0, y^^-^^^^O, 



*) Ueber einige Arten singulärer Punkte von Raumcurven, Bd. 116 dieses 
Journals, S. 53. 
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dass wir die Function sich auf diese Weise fortsetzen Hessen. Bei unserer 
Festsetzung über den Zeichenwechsel von s ist beim Auftreten eines 
RUckkehrpunktes die Länge s des Bogens der Curve ein Maximum oder 
Minimum, d. h. lässt man einen Punkt t die Curve durchlaufen und die zu- 
gehörige Tangente längs der Curve hinrollen, wobei wir festsetzen, dass die 
positiven Richtungen je zweier auf einander folgenden Tangenten immer 
einen unendlich kleinen Winkel mit einander bilden'*'), so giebt s die Ent- 
fernung des jeweiligen Berührungspunktes von einem festen Punkte der 
Tangente an, mag P auf seinem Wege einen Rückkehrpunkt passiert haben 
oder nicht. Durch die von uns getroffene Annahme des Zeichenwechsels 
ist s auch stets gleich der Differenz der Entfernungen der beiden End- 
punkte des Bogens s von den entsprechenden Punkten einer Evolvente der 
untersuchten Curve. 

§2. 

Der Contingenzwinkel, der Torsionswinkel und der Krümmungsradius. 

Gelangt man bei stetiger Aenderung der unabhängigen Variabein t 
zu einem Werthe t^ derselben, für welchen die beiden Werthe der Function 
u) = V7(^» wo f(t) eine eindeutige und bis auf einzelne Pole stetige Func- 
tion von t bedeutet, einander gleich werden, etwa gleich m?o, und ist dieser 
Punkt / = /ü kein Verzweigungspunkt, so hat beim üeberschreiten diesea 
Punktes jeder der beiden Werthe von w eine ganz bestimmte analytische 
Fortsetzung. Ist im besonderen /« = und ito = 0, so gilt in der Umgebung 
dieses Punktes die Ta^/orsche Entwickelung 

in welcher die in tri, t£?u , . . . auftretenden Wurzeln für die eine der beiden 
Werthreihen von w mit dem positiven für die andere mit dem negativen Vor- 
zeichen zu nehmen sind. Aus dieser Entwickelung ersehen wir, dass, wenn 
wir mit wachsenden reellen Werthen von t fortschreiten, nach Durchlaufang 
des Werthes i = jeder der beiden Werthe der Function w sein Zeiche» 
wechselt oder beibehält, je nachdem die erste nicht verschwindende Ab- 
leitung von w? für diesen Punkt von ungerader oder gerader Ordnung ist 
Besitzt dagegen tv für / = eine Unendlichkeitsstelle von polarer Natur, so 
haben wir die Reihe 






•) A. a. 0. S. 50. 
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In dem Ausdrucke fUr widt^ dessen Aenderung wir auch der analytischen 
Fortsetzung gemäss bestimmt denken wollen, ist der Nenner A'^+B'^+C'^ 
stets positiv, der Ausdruck ändert also sein Zeichen, wenn eine der Grössen 
8 oder J ihr Zeichen umkehrt, d. h. im Falle einer Rttckkehrschmiegungs- 
ebene*), also nach der Wiener^cheu Bezeichnung in den Fällen 

IL + + -, IV. + - -, VI. - + -, VIII. . 

Definirt man den Gontingenzwinkel und den Torsionswinkel als den 
Winkel zwischen den positiven Richtungen zweier auf einander folgenden 
Tangenten resp. Binormalen, so muss man, damit der geometrisch definirte 
Werth mit dem gemäss der analytischen Fortsetzung aus den Formeln (5.) 
gefundenen übereinstimmt, diese Richtungen fUr das betrachtete Intervall 
dadurch festlegen, dass je zwei auf einander folgende Richtungen immer einen 
unendlich kleinen Winkel mit einander bilden mögen; es lässt dann der 
Zeichenwechsel von s und o) auch eine einfache geometrische Deutung**) 
zu. Nimmt man dagegen an, dass die positive Richtung der Tangente 
stets übereinstimmen soll mit der Richtung wachsender Werthe von t im 
Berührungspunkt, so wird der Gontingenzwinkel in einem Rückkehrpnnkt 
unstetig, indem er plötzlich den endlichen Werth n erhält, was mit der 
Aenderung des Ausdrucks (5.) für s:dt, wenn man dieselbe gemäss der 
analytischen Fortsetzung nimmt, nicht übereinstimmt. 

Eine Function, die denselben Voraussetzungen genügt wie die S. 232 
definirte Function tr, ist ferner der Ausdruck für den Krümmungsradius fl, 
dessen Werth wir künftig auch gemäss der analytischen Fortsetzung nehmen 
wollen. Es ist 

R = --dt 

und R wird sein Zeichen beibehalten, wenn s und e : dl beide ihr Zeichen 
behalten oder beide ändern, dagegen sein Vorzeichen umkehren, wenn nur 
eine der Grössen s oder « : dl ihr Zeichen ändert. Man erhält also nach 
den von uns in dem vorigen und in diesem Paragraphen abgeleiteten Resul- 
taten für den Krümmungsradius R ein Beibehalten des Vorzeichens beim 
Auftreten der Singularitäten 

I. + + +, II. + + ~, VII. - - +, VIII. , 

*) A. a. 0. S. 78. 
••) A. a. 0. S. 260ff. 
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Axen der Coordinaten a?, y^ », wobei die positive Richtung der Tangente im 
Berührungspunkt mit der Richtung wachsender Werthe von t längs der 
Curve Übereinstimmt, die positive Richtung der Hauptnormale nach dem 
Krümmungscentrum hin geht, wodurch dann auch die positive Richtung der 
Binormale eindeutig bestimmt ist. 

Es fragt sich nun, in welchen Fällen die in den Formeln (6,) auf- 
tretenden Grössen a, /?, y unter Beibehaltung der definirten Voraussetzungen 
unstetig werden, nämlich ohne durch den Werth zu gehen ihr Zeichen 
wechseln, wenn man bei wachsenden Werthen von t über einen singulären 
Punkt hinausgelangt. Da die positive Richtung der Tangente überein- 
stimmend angenommen war mit der Richtung wachsender Werthe von / 
längs der Curve, so hat man «j, /?i, y^ und demgemäss auch aj, ß[^ y\ 

nach einem Rückkehrpunkt (V. -++, VI. -+-, VIL +, VIII. ) 

mit dem Minuszeichen zu versehen. Wie wir am Schluss von § 2 gefunden 
haben, geht das Krümmungscentrum von der einen Seite der Curve auf 

die andere über in den Fällen III. +-+, IV. + , V. -++, VI. -+-, 

wir müssen also in diesen Fällen «2, /Sj, y^ und «2, ß\^ y\ mit dem negativen 
Zeichen nehmen. Da endlich das System der positiven Richtungen der Tangente, 
Hauptnormale und Binormale congruent sein soll mit dem System der positiven 
Richtungen der Axen der Coordinaten a?, j(, a, so hat man vor «3, /^a, y^ und 
«31 /^3? yi das Minuszeichen zu setzen nach Durchlaufung eines Punktes von 

der Art IIL+-+, IV. + , VII. +, VIII. . Enthält also die 

Curve in dem betrachteten Intervall einen singulären Punkt und sind, wenn 
man mit wachsenden Werthen des Parameters t fortschreitet, für den vor 
dem singulären Punkt liegenden Theil der Curve die von Herrn Kneser 
definirten Voraussetzungen erfüllt, also die Formeln (6.) gültig, so treten, 
wenn man die in denselben auftretenden Grössen s' und R ihr Zeichen nicht 
wechseln und auch die Richtungscosinus a, /3, y nebst ihren Ableitungen 
nicht unstetig werden lässt, für den jenseits des singulären Punktes liegenden 
Theil die folgenden Gleichungssysteme in Kraft: 

I + + + u. 11 + +-:«, - -^-, «2 = - >^-+^— , «3 = - -y ; 



(7.) 



III+-+ u. iv+~:«; = -";;^-, «:= ?^+?^, «; = «^: 

V-++ u. vi-+-:«;= «^:, .: = -^->?^,«i= -^[: 

VII— .+ U.V1II-— :a; = -^, «;= "ä -¥^ ^^= V- 
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verschieden sind. Die Gleichung 



«1 = 



R 



geht dann über in 

(8.) ß[^gl^\+hY, = aä,+i7/i,+Äy,)'^- 

Da «2? Ä, ^2 von Null verschieden sind, so ergeben sich, wie wir 
gesehen haben, wenn man die Werthe der irrationalen Ausdrücke gemäss 
der analytischen Fortsetzung bestimmt, in den Relationen 

diejenigen Vorzeichenänderungen, welche den Formeln (7.) entsprechen. 
Dasselbe wird offenbar der Fall sein bei jeder linearen homogenen Ver- 
bindung mit Constanten Coefficienten, die wir aus den Gleichungen (9.) 
bilden können, also auch mit der Relation (8.), womit, da man diese Be- 
trachtung für jede beliebige der Frenet-Serret&chen Formeln aufstellen kann, 
unsere Behauptung bewiesen ist 

Die Entwickelungen dieses Paragraphen sind unter anderem von 
Wichtigkeit für die Untersuchung der Polarfläche einer Curve, da zur Her- 
leitung der Gleichung derselben die Frenel-Serrel^chen Formeln benutzt 
werden. Enthält nämlich die Curve einen singulären Punkt und nimmt 
man an, dass die in den Formeln auftretenden Grössen s' und R immer das 
positive Vorzeichen haben sollen, wobei die übrigen auf S. 235 u. 236 formulirten 
Voraussetzungen für den, im Sinne des Wachsthums von <, vor dem singu- 
lären Punkte liegenden Theil der Curve erfüllt sein mögen, so hat man 
für diesen die Formeln (6.) zu benutzen, für den jenseits des singulären 
Punktes liegenden dagegen, wenn die Richtungscosinus «, /?, y stetig bleiben 
sollen, die Gleichungen (7.) Wir erhalten also für die diesen beiden Inter- 
vallen entsprechenden Theile der Polarfläche verschiedene Gleichungen, oder 
bei denselben Gleichungen Unstetigkeit der Richtungscosinus; die Polar- 
fläche ist gleichsam zerschnitten und wir müssen nachher in Gedanken 
die beiden Theile zusammenfügen, um uns ein genaues Bild von der Fläche 
machen zu können. 

Triflft man dagegen die Annahme, dass die in den Formeln auf- 
tretenden Quadratwurzeln mit dem gemäss der analytischen Fortsetzung 
bestimmten Vorzeichen zu nehmen sind, so genügen die Formeln in der 
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angestellten*) ganz analog sind; der einzige Unterschied ist der, dass für 
letzteren alle ihr Zeichen wechselnden Grössen durch den Werth hindurch- 
gehen, während flir einen im Unendlichen liegenden Punkt der Zeichen- 
wechsel auch durch den Werth oo stattfinden kann. 

Im Fall einer Rückkehrschmiegungsebene der Curve k' muss der 
Schnittpunkt der auf einander folgenden Schmiegungsebenen mit einer in der 
Collineationsebene liegenden festen Geraden ein Rückkehrpunkt sein. Die 
Spuren der Schmiegungsebenen in der Collineationsebene sind aber für 
entsprechende Punkte der Curven k und &' dieselben, wir erhalten auch für 
einen unendlich fernen Punkt, dass die Determinante J**) beim Auftreteik 
einer Rückkehrschmiegungsebene ihr Zeichen wechseln muss, wenn der- 
Punkt kein Rückkehrpunkt ist, dagegen behalten muss im Falle eines Rück- 
kehrpnnktes. 

Wir können also die Bedingungen für das Auftreten von Rückkehr- 
elementen in endlichen und unendlich fernen Punkten zusammenfassen und 
sagen: 

Eine Curve besitzt dann und nur dann einen Rückkehrpunkty wenn i» 
einem allgemeinen Coordinalensystem Xy y\ s' ihr Zeichen wechseln^ eine Rück-^ 
kehrtangente, wenn A = y'^"'-y"z\ B = z x'—z'x^ C = xy"—x"y' ihr Zeichen 
umkehren^ eine Rückkehrschmiegungsebene, wenn im Falle keines Rückkehr-' 

sein Zeichen ändert, im Falle eines Rückkehrpunktes 

dagegen behält. Die Zeichenänderung geschieht in einem im Endlichen liegen-- 
den Punkt immer durch den Werth 0, in einem unendlich fernen Punkt bei 
Xy y\ z immer durch den Werth oo, bei A, B, C und J durch die Werthe 
oder X hindurch. 

Statt der Zeichenänderung von x\ y\ z und .4, B, C kann man nach 
§§ 1 und 2 auch den Zeichenwechsel von s = iV'+p+T' und E = ]^Ä''+B'+C 
untersuchen, welche letzteren Ausdrücke den Vortheil gewähren, dass sie 
von der Lage des Coordinatensystems unabhängig sind. 





X y' i' 


puttktes J = 


x" f »" 




ar"'y"'a"' 



•) Mtier, a. a. 0. S. 65 u. 66. 
••) Medtr, a. a. 0. S. 77 u. 78. 
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der ursprünglichen Curve eine Rückkehrschmieguugsebene besitzt, e ■* " ^An 
Zeichen Wechsel von pp', dass der absolute Werth von p ein Maximum o(b, »er 
Minimum ist, ein Zeichenwechsel von R\ dass ß, wenn man darunter r^ ^ie 
in § 2 definirte, bald positive bald negative Grösse versteht, ein MaximiM — ^m 
oder Minimum ist. Diese letzte Bedingung können wir nach S. 235 no» ^ h 
anders formulieren und erhalten dann das Resultat: 

Die Rückkehrkante der Polarfläche hat dann und nur dann ein^^ — e« 
Rückkehrpunkt y wenn für den entsprechenden Punkt der ursprünglichen Cm^ p^ 

von den folgenden Bedingungen eine oder alle drei erfüllt sind: 1) O^^^^i^ 
Schmiegungsebene ist eine Rückkehr ebene y 2) der absolute Werth des Radi^ — '^ns 
der Schmiegungskugel ist ein Maximum oder Minimum, 3) der Werth dm^ *^* 
Krümmungsradius ist ein Maximum oder Minimum und der KrümmungsmÜte^^ -^^l" 
punkt bleibt dabei in der Schmiegungsebene auf derselben Seite der Curve. 

Aus dem Ausdruck (11.) erhält man mit Benutzung der Frenet-Serre^^ -ti- 
schen Formeln: 



Miiy-'y'h^iri-'Mih'-r^- 






nebst den entsprechenden Gleichungen für r/\ ^", ?/'", ^"\ die sich ergebe; 
wenn man a durch ß und y ersetzt. 

Für das Auftreten einer Rückkehrtangente waren die folgendei^ 
Determinanten massgebend: 

Nach S. 240 muss im Fall einer Rückkehrtangente der Rückkehrkante der 

letzte Ausdruck sein Zeichen wechseln, und dieses geschieht, wenn -^ sein 

Zeichen umkehrt, was wiederum (S. 234) die Bedingung für eine Rückkehr- 
schmiegungsebene der ursprünglichen Curve ist. 

Die Rückkehrkante der Polarfläche hat dann und nur dann eine Rück- 
kehrtangente, wenn in dem entsprechenden Punkte der ursprünglichen Curve eine 
Rückkehrschmiegungsebene auftritt. 



r V t' 




1" ry" r 


s' et»' fi"e'p" s' , fl'Ve 


^",^„.^.„ 
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Bilden wir jetzt die folgende Determinante: 

(12.) D = 

^wo a' wieder die Ableitung des Bogens der RUckkehrkante der Polarfläche 
T)edeutet Dieser Ausdruck muss (S. 240) im Fall einer Rückkelirschmiegungs- 
cbene der RUckkehrkante sein Zeichen ändern, wenn o' sein Zeichen be- 
Tiält, dagegen sein Zeichen behalten, wenn a' sein Vorzeichen umkehrt; in 

s' 
leiden Fällen ist die Bedingung hierfür, dass ^ sein Zeichen wechselt. Wir 

s' * 
erhalten also, da «= .^ ist, nach S. 233: 

Die Rückkehrkante der Polarfläche hat dann und nur dann eine Rück- 
/fehrschmiegungsebene, wenn in dem entsprechenden Punkte der ursprünglichen 
Curee eine Rückkehrtangente auftritt. 

Das Kriterium für die RUckkehrtangente und RUckkehrschmiegungs- 
ebene hätte man auch aus der schon von Fourier*) gefundenen Thatsache 
folgern können, dass der Contingenzwinkel einer Curve gleich dem Torsions- 
"winkel der Rückkehrkante der Polarfläche im entsprechenden Punkte ist, 
und umgekehrt. 

Es scheint, als ob der Ausdruck (12.) ein unbestimmtes Vorzeichen 
liat, was der von Herrn Kneser**) gefundenen Eigenschaft dieser Determinante 
^dersprechen würde, durch ihr Vorzeichen die Unterscheidung rechts und 
links gewundener Raumcurven zu geben; dieser Widerspruc^h ist aber nur 
ein scheinbarer, denn wir können den Ausdruck nach der Gleichung (10.) 
"umgestalten und erhalten dann 

ipvo nur noch die Factoren pp' und RR ein Wurzelzeichen enthalten; die- 
selben sind aber beim Wachsen der absoluten Werthe von p und R immer 
positiv, beim Abnehmen derselben immer negativ, so dass in der That die 
Determinante D ein ganz bestimmtes Vorzeichen hat. Beachten wir, dass 
T und -^, wegen TJ = A^+B^+C'\ dasselbe Vorzeichen haben müssen und 

*) Freuet, sur les courbes a double courbure, Journal de mathematiques (I serie) 
t. XVII p. 443. 

**) hneser, a. a. 0. S. 100. 

31* 
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T in dem Ausdrucke (13.) in einer ungeraden Potenz auftritt, so können 
wir sagen: 

Der Sinn der Windung der Rückkehrkante der Polarfläche stimmt mit 
dem Sinne der Windung der ursprünglichen Curee in dem entsprechenden Punkte 
überein, wenn in letzterer der Radius der Schmiegungskugel und der Krümmungs- 
radius ihrem absoluten Werthe nach zu gleicher Zeit wachsen oder abnehmen; 
er ist ihm entgegengesetzt, wenn der eine dieser beiden Radien zu^, der 
andere abnimmt. 
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d'ailleurs 



On a donc les ^quations: 

(1.) 



jgjj = 3 = p . cot 0. 



On + h = p, 
^u = (7COt0. 



Le Segment aa.^ est le rayon de courbure de ^4 et aa^ le rayon de 
courbure de Th^lice L On a donc: 



(2.) 



aa„=p, 



öjjöj = pcot^ö. 

En d^signant par (cosa, cos/?), (cosi, cos^) les cosinus directeurs de 
la tangente et de la normale de ^, on a: 



sin'© 



sin'0 



Si donc on soumet ces relations anx calculs babitnels et si Von remarqae 
de plus que a^ = a, on trouve les ^quations: 



(3.) 



j5^ = a- cotö. 



On a de m6me: 

^j = f„+ecot^0-co8a„ = ^u+(<^u+Ä)cot*^0-cosa„, 
Tj^ = 7y„+pcot^0-cos/?o = ri^^'\'{o^)+h)coi^ ' QO^ß^i. 

A ces formales on peut appliquer un calcul analogue au pr^c^dent. Que 
Ton remarque de plus que (en vertu de la deuxieme relation (1.)) on a: 



d'oü: 



? = ^- = f ^ot = ^- cot0 = "^ + ' COt0, 
do^ da^ do^ i)^ o^ 



^ (<^.±*)'^^.cot0. 
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Od obtient ainsi les ^qaations: 

1 \gi + (0„+hy cos* efi 
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(4.) 



Pi = 



8in'0 lej +(a, + A)'cos'ÖH-(»J(».-((T„ + /OeiIcos'ö' 






Remarque. — On pouvait d^duire les formales (4.) en modifiant les formules 
(3.) k Taide des relations (1.). 

D'apr^s la th^orie g^n^rale des lignes, on a pour le lieu L2 des 
centres des sph^res osculatrices de L: 

d rdk 



(5.) 



*2 = *+r.^^(^.r), 

Ä2+con8f. =:r^+J -ds. 
Et puisque ces formales donnent: 



r, Ä' 



on conclut: Le lieu des centres des sph^res osculatrices de Th^lice L est 
üne autre h^lice L2. Entre les inclinaisons 0, 02 de ces courbes sur les 

g^n^ratrices des cylindres /T, ^2 il y a la relation 0^ + = ^. 

Dans le cas g^n^ral, entre les coordonn^es «2, « des points corre- 
spondants des lignes Lj, Z» on a la relation : 



(6.) 



«2 = a + rj--cos», 



n ^tant l'angle qne la binormale de L fait avec l'axe des s. 
En remarqaant que dans notre cas: 



" ~ sin'0 ' 



*,= 



cos'0 ' 



r = 



r2 = 



sin0cos0 ' 
sin cos 0' 



d8 = 



da 

sin©^ 



ds2 



^da^ 

COS0' 
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les ^quations (5.)i (6.) donnent: 



(7.) 



^^ sin'© sin'® ' 



_ (>p'+aco8'© 

_ gg' Pjpjh ^cos'@ 

sin© cos sin cos ® 



§2. 

On trouve des ^quations (2.): — ^ = tang^0, c'est-ä-dire: Les points 

de la ligne de striction de la surface gauche des normales principales 
d'une h^liee quelconque partagent les rayons de courbure de celle-ci en 
deux parties, dont le rapport est constant. 

Trois points correspondants A, A^^ A2 des lignes />, Lj, L2 sont les 
sommets d'un triangle rectangle en A^] c'est le m^me du triangle aaiO,, car 
le c6t^ AAi est parallele ä sa projeetion aoi. 

Si done on remarque que AA2 est le rayon R de la Sphäre oscala- 
triee de L, on d^dait sans peiue: 

»» AA _(MW0Te^ 

sm ® • cos© 
(8.) A,A,=^ ^*' 



sin' ©-cos© 

Si du point ^1, on m^ne une droite parallele au plan « = 0, coupant ^2^ 
en Jtf, la troisi^rae ^quation (7.) donne: 



sin© cos© 



On a donc: 

(9.) A.M = a^a, = J^, 



et cons^quemment: 

(10.) aa, = 



sin'0 
g/i+V 



sin'© 
En posant A1A2 = constante = m, T^quation (8.) donne: 



p = 1 2wsui*0co)s0-a+«, 

n ^tant une constante. Si donc on remarque que Ai A2 repr^sente la distance 
entre les normales principales correspondantes des h^lices L, L2, on a le 
th^or^me: 
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Les normales principales des b^lices L, L^: 

V\ col'ncident entre elles, seulement quand L est une h^liee circulaire; 
2". sont ä une distanee constante, seulement quand la section droite du 
cylindre K contenant L est une d^veloppante de cercle. 

Dans le premier cas L2 est aussi une h^lice circulaire; dans le 
deuxi^me cas l'h^lice Lj est trac^e sur un cylindre dont la section droite est 
une d^veloppante de cercle (§ 7). 

Si Ton remarque que dans T^quation (9.) le num^rateur pp' est le 
rayon de courbure po de ^0, on a: 

^ sm'© 

Donc: Si sur le cylindre K^ contenant la ligne de striction U\ on d^crit une 
h^lice coupant les g^n^ratrices sous Tangle 0, le rayon de courbure de cette 
h^lice est ^gal ä la distanee entre les g^n^ratrices correspondantes des cy- 
lindres ffi, K2* 

L'^quation (10.), en supposant aOi = constante = m, donne: 

d'oü par int^gration: 

p = ym'shi^0-a'. 

Donc: Les sections droites A^ A^ des cylindres contenant l'h^lice donn^e L 
et rhelice L2, lieu des centres des sph^res osculatrices, ont les points corre- 
spondants ä une distanee constante en deux cas seulement: quand Th^lice 
L est circulaire, ou bien quand eile est trac^e sur un cylindre dont la 
section droite est une cycloYde. 

Peut-on avoirp2 = wp, m ^tant une constante? 

La premifere 6quation (7.), en force de cette condition, donne: 

(pp')' == msinV9— co8^0, 

d*oü, apr^s deux int^grations successives: 



(11.) p = l(iw8in'0-co8'0)a'+aa+6, 

<» et 6 ^tant des coustantes. 

Teile est l'^quation intrins^que de la section droite A du cylindre 
Contenant Th^lice demand^e. 

Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 3. 32 
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Entre les li^es de la famille (11.) on trouve: la spirale logarithmiqne, 
quand a = 6 = 0; la d^veloppante de cercle, qnand m = cot^ö; les courbes 
cyclolfdales, quand m<cot^0 (^picycloTfde pour i»i<;— 1, cyclolde pour 
i»i = — 1, hypocyclo'ide pour cot^ö >> w > — 1). 

Peut-il etre a2=nia+ii, m et n ^tant des constantes? La deuxi^me 
^quation (7.) donne: 

pp' = (iji8in^0--cos^0)a+ii8in^0; 
d'oü par int^gration: 

a ^tant une constante. 

On trouve donc ici les mfimes lignes que Celles du probl^me 
pr^c^dent. 

Si Ton d^signe par 0o et Oy les inclinaisons des courbes Uy et Li 
sur les g^n^ratrices des cylindres K^y et ÄTj, les ^quations (1.), (3.) donnent: 



(12.) u„g«, = ^^; = </t.„ge; «."««, = S; = '^£-S^- 

Si donc on ^limine p' entre ces ^galit^s, on arrive k la conclusion: 

Les trois angles 0, 0u, 0, sont li^s entre eux par la relation finie: 
tang~0i8in*0 = tang^0o+sin-0co8^0. 
L'angle est constant. II suit que les angles 0,,, 0i sont tous les deux 
constants, quand un seul d'entr'eux est donn^ constant, ou bien qund 0,, = 0i, 
ou bien quand tang0,) = a*tang0i, a ^tant une constante. Dans tont ces 
cas les relations (12.) donnent T^galit^: 

p = ma+n^ 
qui d^finit pour yl une spirale logarithmique. 

On a donc le theorfeme: Quand on pose une des conditions: 
1". la ligne de striction L,, est une h^lice, 
2\ le lieu des centres de courbure L, est une h^lice, 
3". les lignes L„, L^ coupent les g^nöratrices des cylindres AT,,? K^ sous 

des angles ^gaux, 
4''. les lignes L,„ Li coupent les gen(5ratriees des cylindres Äi„ /f, sous 
des angles dont les tangentes sont proportionnelles, 
les deux h^lices L, Lj et les deux lignes L,„ L, sont quatre helices cylindro- 
coniques. 
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ordonn^es «„ de celle-ci dans un rapport constant convenable (tangö), on 
obtient la ligne cherch^e C 

La m6me remarque donne quelquefois la ligne /l, sans employer de 
calcal. En supposant, par exemple: 



f(a) = aa, ^ma+n, ^a-bo^ (b > 0), 



<^ltl\ «G-« + e"), ...etc. 



on d^duit respectivement : 

a'cot© 



a^i+h = atang©.«,,, V^mtang0-a(,+», l^a — Atang^ö-js?,, 

Et vice versa. 

On peut done ^noncer le th^or^me: Lorsque la section droite ^ du 
cylindre contenant Th^lice donnee est une spirale logarithmique, une d^ve- 
loppante de cercle, une courbe cycloidale, une clotoide, une chalnette ordinaire, 
une chalnette d'egale r^sistance, . . . etc. etc., 

la transform^e plane lo de la ligne de striction I„ est respectivement 
une droite (en effet L,, est, dans ce cas, une helice), une parabole avec 
Taxe coincidant avec une des g^n^ratrices du cylindre ÄTo? vine ellipse, 
une hyperbole ^quilat^re avec un des asymptotes coYncidant avec une g^n^- 
ratrice de Äo, une parabole dont Taxe est superpos^ k une section droite de 
^0) une courbe d^duisible de la cbafnette ordinaire en alt^rant les ordonn^es 
asü dans un rapport constant convenable, . . . etc. etc. 

Et vice versa. 

Si Ton suppose /'(a) = aa+6, on trouve d'apr^s les formules (14.), (15.): 

ao = atang0-;5„+6; o^ =" -^—^ — Tr^M 
® " ' ^ sin0cos0 *' 

ce sont les equations de deux droites. 

Ya puisque, en appliquant les considerations d^velopp^es en ce para- 
grapbe, on trouve, dans ce cas, que (^u, (>i, Q2 sont des fonctions lin^aires des 
arcs Otj, Ol, a^, on a: Quand L est une h(51ice cylindro-conique, Lu, L^, Li sont 
aussi des hc^lices cylindro-coniques (Th^or^me connu). 

L sott une helice apherique, 

Une ligne gauche est sph(^rique quand le rayon des spb^res oscnla- 
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trices est constant, le rayon de conrbare ^tant variable. Si donc m est le 
rayon de la sph^re contenant L, on doit avoir (§ 2): 



sin'»ycos0 
II suit d'ici: 

Qdg 
ym'sin*©— ^* ^ 

d'oü par Integration: 

Q = iWsin*©— 008^0 a^ 
Les formales de ce paragraphe, appliqu^es ä notre cas, donnent: 

Pa = l'i;i^in*0co8^0- (a,+Äf .^os"^ %-- 5*+ Ay^ = 1- 

Donc: Une h^lice sph^rique est trac^e sur un cylindre ayant une ^picycloYde 
pour section droite A. La ligne de striction Ly s'obtient en enveloppant le 
plan d'une certaine ellipse sur un cylindre K^ ayant pour section droite -^o 
une ^picyclolfde ^gale ä la primitive yl. 

Si Ton calcule le rayon de courbure To de 4 d'apr^s la formule (14.), 
et si Ton pose la condition — = ö, on obtient (en remarquant que »otang0 
= Ätang0 = a): 

^"taDg»0 ■" "P- 

Si Ton regarde q comme la variable independante et (>' = p comme la fonction, 
cette ^quation se rednit ä: 

^^ = ataug*0 "^-T, 

e (l+p'taDg'0)* 

d'oü par int^gration: 



*^ ^^ l'U-p'tang'© 

tang0.-J^-M-i^^ = rfa, 
* ]/o'-(log.ct»)' 



On obtient d'ici 



d*oü par Integration: 

\0g{CQ)'dQ 



m. 
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Par cons^quent: 

(17.) r_^tMM^^ = ..+mcota 

On a ainsi le th^or^me: Les rayons de coarbure correspondants (>, r^ des 
lignes yij ^, ont un rapport constant ^^ = a), qnand yl est d^finie par l'^quation 
intrins^qae (16.) et ^ par T^quation cart^sienne (17.). 

Denx lignes repr^sent^es par les mSmes ^qnations, Tone en coordonn^es 
intrins^ques et Tautre en coordonn^escart^siennes,peuvent-elles 6tre semblabies 
ou Egales? 

Les lignes demand^es doivent 6tre repr^sent^es par les equations (16.), 
(17.), quand on y suppose tang0 = 1; et de plus la condition ro = ap doit 6tre 
accompagn^e par Tautre rf«„ = arfa. 

Cette derni^re condition (ä cause de l'^galit^ (14.) et da la condition 
tang0= 1) se r^duit ä: 



l'l + (>'' = a; 
cela porte ä la conclusion que yi doit Stre une spirale logaritbmique. Mais 
puisque dans ce cas la ligne ^j est une droite, il suit qu'on doit r^pondre 
n^gativement ä la demande qu'on vient de faire. 

On en conclut: II n'existe aucune ligne plane qui puisse 6tre repr^sent^e 
par la ro^me ^quation, soit en coordonn^es intrins^ques, soit en coordonn^es 
cart^siennes. 

§4. 
Cos. IL La courbe ^,j soit represent^e par T^quation intrins^que: 

(18.) Po = F(o,,). 

Puisque la ligne yl^ est la d^velopp6e de y/, on a: 

da = ^^^•. 

Co 

Si donc on a recours aux Equations (1.), on obtient: 

P = o„+h 



(19.) 



o = /'(^'^'> + *)''*^'" 



Il dtant une constante convenable. 
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La section droite ^i du cylindre Ä'i est d^finie par l'^quation intriu- 
s^ue qu'on obtient en ^liminant a„ entre les ^quations: 

+ iwnog|(ao+Ä)co8'0+]V+(a„+Ä)'co8'0|, 

^^ "" sin'©(l+cos'0>'' + (<r<,-l-/O'cos*0' 
Enfin la transform^e plane /i, de la ligne L^ est repr^sent^e par T^quation 
cart^sienne: 



2sin^0cos^0-a, = cos^01''2tang0(iii + 2tang0co8*0«,)a, 

+mlog|eos'^01^2tang0-mai + }''iw^+2tang0co8*0-iii«i|. 
Y a-t-il des helices, ayant une ligne plane pour Heu des centres de courbure? 
Puisque cette condition est remplie quand pi = oo, la premi^re ^quation 
(4.) donne dans cette hypoth^se: 

(l + co8'0)e.^~co8'0(a,,+ A).p„(;;,+((7o+A)'-cos*0 = 0. 
On obtient d'iei T^quation diff^rentielle lin^aire: 

,, 2(l-f COS'0) . / . ,N 2/^ 

ä Taide de la transformation: 

En appliquant alors la m^tbode ordinaire d'int^gration et les transformationa 
port^es par des calculs usuels, on trouve: 

(22.) p^ ^ (a„+ A)yc(ao+ A>"^^-cos'0, 

c ^tant une constante. 

En se bornant k la d^termination de A^ les dquations (19.), ä l'aide 
de la relation (22.), donnent: 

(23.) " = f / - :^- --- 

/ I' q/o«'^ — COS* 

On voit donc qu'il y a une classe enti^re d'h^lices juissant de la propri^t^ 
dite; elles sont trac^es sur des cylindres dont les sections droites A sont 
des lignes de la famille (23.). 

Les ^quations (18.), (21.) d^montrent qu'une ligne gauche L^^ choisie 
d'une fafon arbitraire, ne peut pas etre consider^e (en g^n^ral) comme la 
ligne de striction de la surface gaucbe des normales principales d'une 
certaine h^lice. 
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On peut prendre arbitrairement le cylindre K^] mais une fois fix6 
ceci, la ligne Ln peut 6tre d^crite d'une infinit^ de mani^res. 

Si, par exemple, la section droite ^„ du cylindre K^ est la clotoTfde: 

Po = F(ao) = ^, 

la ligne li^, transform^e plane de la ligne de striction, est repr^sent^e par 

r^quation: 

_ cot0/(7j , ÄaJ\ 

II y a donc une infinit^ de lignes L,, plac^es sur le cylindre susdit; pour 
A = 0, la transform^e plane (, se r^duit k une parabole cubique. 

§5- 
Cos IIL La ligne ky soit repr^sent^e par une des ^quations: 

(24.) ao = 5p(ä(,), 

(25.) «0 = V^(^c,). 

En ^liminant a,) entre (14) et (24)9 on obtient: 

/^(«otangö) =r y(«„)+A, 
d'oü, en remplafant «o par «o cot0: 

/"(«o) = Sp(3ocot0)+A. 
Cons^quemment: 

(26.) p = (/)(acot0)+A. 

En ^liminant a„ entre (21.) et (25.), on a: 

d'oü (en remarquant que F(a„) = po): 

Si Ton porte la valeur (26.) de ^ dans les deux premi^res equations (3.) 
et la valeur (27.) de p,, dans les deux premi^res Equations (4), on obtient, 
apr^s un calcnl tr^s facile: 

_ cosQ |y((rcotQ)4-^li y'VcotQ) + 8i D'Qco8'Q lt 

^> ~ sin'© ' \(p'\acoi(^) + sin'Öcos^j — cos'ÖlyCacot©) 4- Ä|V'((ycot0) 

3 
_ cos 0^ ((To -f- fe)il + sin*Qco8'0i/;^'((rJ['^ 

(28.) ] "" 8iD»6^>'(ao)|l+8in^0cos-'0(/;'XO! + cos'0Cö'o + ä)^ V'Vo)' 

ai = -r-YTT / lV^(acot0)-|-sin'0co8^0^r; 
sin'©..^ ^ ^ ^ 

= ,Ü[W Vl + 8in^0cos^0.v^'X^o) • da^. 
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On d^duit des ^quations (1.): 

Si jdonc on en fait la Substitution dans les deux premi^res ^quations (7.), 
on arrive aux formules: 



(29.) 






Si Ton porte la valear (26.) de q dans les deax derniöres ^quations (3.), et 
ensuite on ^limine a entre les ^qnations qa'on va obtenir, on a: 



<^^^-) "' = ii^. A'^"^*')+ «>»' ^«*'»' ^ • ''*" 



Si enfin dans les deux derni^res öqaations (4.) on remplace q„ par sa va- 
leur (27.), on tronve: 



(31.) 



a, = ^ /'l/l+sin^0co8^0.v/'X^n)-rf^u, 



sin' © . 
l «1 = V^K)- 
On,a donc le th^or^me: 

Lorsque la ligne (j, transform^e plane de la ligne de striction It) est 
repr^sent^e par une des ^quations (24.), (25.), les lignes j<t et y/o sont re- 
pr^sent^es par les ^quations intrins^ques (26.) et (27.). Les autres lignes ^j, 
^2 sont repr^sent^es par Tensemble des ^quations (28.), (29.). Enfin la 
ligne li est repr^sent^e par l'^quation cart^sienne (30.) ou par Tensemble 
des deux ^quations (31.). 

Ce th^or^me fait voir que lorsqu*on se donne la ligne i,, il y a seule- 
ment la ligne /, qui r^sulte d^termin^e d'une seule mani^re. 

Quand a,, = y(a„) = a«o+6, Tdquation (26.) donne: 

p = acotO'O + b+h. 

Si donc on a reeours ä un th^or^me du paragraphe 3s on a: Lorsque la 
ligne de striction L,, est une helice, les quatre lignes L, L,,, A? ^ sont des 
h^lices cylindro-coniques (§ 2). 

Les ^quations (25.), (27.) demontrent que la transform^e plane i(, de JL^, 
peut 6tre prise arbitraireraent; et ä chaque forme de celle-ci correspond 
une infinit^ de cylindres /f,,, sur lesquels on peut envelopper le plan de l^f 
pour avoir la ligne de striction L,,. 



( 
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Si, par exemple, on veut que la ligne plane ij, soit la conique ä centre: 



«0 = V'C^.i)^ Va+bo^, 
le cylindre ä;, a pour section droite une courbe d^finie par T^quation: 

Cette ^quation donne toute une famille de courbes, chacune caract^ris^e 
par une valear particuli^re de la constante h. 

Pour A = et pour des valeurs negatives de 6, T^quation pr^c^dente 
donne les courbes cycloYdales. 

Peut-il-arriver que les lignes ^o, i^ soient repr^sent^es (l'une en coor- 
donn^es intrins^ques po, o^^ et l'autre en coordonn^es cart^siennes s,,, a„) par 
la mSme equation? 

Si Ton a regard aux ^galit^s (25.), (27.), on trouve la condition: 
V/((7.,).(^'(ao) = (a„+A)cot0, 
d'oü par Integration: 

»u = V^(^„) = )^c + (a„+ A)'- cotö. 
La propri^te dont on vient de parier a donc lieu quand la section droite 
y/u est la courbe: 



e.) = )/c+(a„+A)^cot0; 

et dans ce cas la transform^e plane 4 de la ligne de striction Z^, est la 
conique: 

«0-('7n+A)'.C0tÖ = C. 

§6. 
Cas IV. La ligne /j soit repr^sent^e par l'^quation: 

(32.) o, = ^(«O. 

En eiiminant a^ entre (15.) et (32.), on obtient: 



c'est-ä-dire, en rempla^ant »i par «,cotÖ: 

/"(«i) = cos01^8ia^r^*''(Ä,c 
Et puisque p = /"(a), il resulte: 

(33.) p = cos f}^^\r\'e' *'^(aci)t~0)'-^cos Ö' • da. 

Si Ton remarque que: 

p = Ä«tang0 ~ antang0; p = a„+A, 

33* 



<35.) 
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r^quation (33.) se r^duit ä l'autre: 

(34.) a,+A = sin0y'f^Sn"'0.*''(»,,)-co8'0 .rf«o. 

h ^tant une constante arbitraire. 

L'^quatioD (33.) donne par d^rivation: 

p' = co80^in^0.*'Xacot0)^co8^0; p" = ^m0co^'0^j£^^^^£^^^-' 
^ V y 7 %^ |/8in'®.*"((rcot®)-co8'0' 

de mani^re que, si Ton porte les valeurs de p, q\ q" dans les deax premi^res 
^quatioDS (3.) et dans les deux premi^res ^qaations (7.\ on trouve: 

co8*@.*'*(<rcot®)j/sin^-*''(<rcot®)-cö?®/l/8in'®'*^ 



<36.) 



8in®-*'X(rcot®)|^8in»®-*'Ytfcot®)-cos='®-(K)s'®*X<^cot®>*'Xo^^ 
(Ji = *(öCOt0), 

P3= ^ {sin0.sin0*>cot0). 5?«e^Xcrcot®)*;^ . /|/sin^0.*-(^cot0)-co8^0.d 
^ sin® l ^ ^ V'sm''®*'''((ycot®)-co8'® -^ ^ 

. f]^m\' e . <?'^(acot 0) - cos' • . 

a^ = cot'0{a + l/^^^9V^('äcöt^^^ 

On a donc le tWor^me: 

Lorsque la ligne /i, transform^e plane dn lieu des centres de cour- 
bure, est repr^sent^e par T^quation (32.) les sections droites -</, ^i, ^2 et la 
transform^e plane i^, de la ligne de strietion I^, sont repr^sent^es par les 
^quations (33.), (35.), (36.) et (34.). 

En portant la valeur (33.) de g dans les deox premi^res ^quations (1.), 
on obtient: 

p„ = cos^ 0»^8in'0~^Vcöt0)-co8'0 • /i^8ln^0^''(aeot0) -cos' 0rfa, 

(7,,+ A = CO8 AW^0-^'XöCOt0)-CO8'0rf(7. 

Si Ton se rappelle enfin que quand ä,, = V^(^n) est la ligiie il,, on a: 

(38.) p..= |,t.^.cot0, 

on peut ^noncer le th^or^me: Dans la mßme hypoth^se, la courbe ^^^ 
section droite dn cylindre contenant la ligne de strietion L^, est d^finie par 
r^quation intrins^que qu'on obtient en ^liminant a entre les ^quations (37.); 
ou bien par T^quation intrins^que (38.), tp(o^i) ^tant la fonction de a„ 



(37.) 



I 
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<]^a'on obtient de T^galit^ (34.) en la r^solvant (apr^s Tint^gration) par 
jrapport k jSu- 

Ces thdor^mes fönt voir que lorsqu'on donne la ligne A, toates les 
j^iutreB courbes ^, ^,„ ^„ ^2» (» r^sultent d^termiu^es sans aucane incertitude. 

Voici une application de ce demier th^or^me. 

La transform^e plane l^ soit la courbe repr^sent^e par l'^quation: 

li'^quation (34.) 8e rdduit ä: 

171 

€t eelle-ci donne: 

«0 = V'(^o) = l^iw(a„ + A). 
Si donc on fait U8age de T^quation (38.), on conclut que la 8ection droite 
^o du cylindre eontenant la ligne de 8triction L,, e8t la courbe d^finie par 

Wquation: 

2cot®, , ..^ 

Po = -— =-(ao+A)2^. 

Cons^quemment [formule8 (21.), (19.)] la tran8form^e plane ^ de la ligne 
de striction est la parabole: 

äS = iw(a„+A), 
et la section droite yi est la courbe d^finie par T^quation: 

cot»® 2 

^ m 

On reconnait d'ici que yi appartient ä la famille des cbalnettes. 
Si (Tj = ^(«i) = a«,+6, r^quation (33.) donne: 



p = y^a^sin^©— co8*0«co8 0a. 

Par cons^quent: Quand le lieu L^ des centres de courbure de Th^lice L est 
une b^lice, les quatre lignes L, Z^), L^, L2 sont des h^licescylindro-coniques(§2). 
Une ligne gauche L,, choisie d'une fagon absolument arbitraire, ne 
peut pas 6tre consid^r^e comme le lieu des centres de courbure d'une cer- 
taine h^lice. On peut cependant prendre arbitrairement la transform^e 
plane /i d'une teile ligne Lj; et une fois qu'on a fix^ /i, il n'y a qu'un seul 
cylindre Ki sur lequel ,on peut envelopper le plan de /i pour avoir la ligne 
Li, Un tel cylindre a pour section droite la courbe d^finie par les ^quations (35.). 
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§7. 
Si Ton remplace la ligne yi repr^sent^e par r^qaation (13.) par Tautre 
ligne d^finie par l'^quation: 

(39.) p = f(ia)+c, 

(c ^tant une constante quelconque) T^quation (15.) reste invari^e, taiidis que 
la (14.) 8e r^duit ä Tautre: 

o^i+h'-c = /"(»„tang©). 
On a doDC le th^or^me: Si Ton consid^re la s^rie d'hdlices trac^es sur des 
cylindres dont les sections droites sont les courbes d^finies par l'^quation 
(39.) et coapant les g^n^ratrices soud mSme angle, les transform^es planes 
li) des lignes de striction L,, sont identiqnes entre elles; les transformier 
planes l^ des lieux des centres de courbare Lj sont aassi identiques entre elles. 

Rempla^ons la courbe ^ par une quelconque de ses paralleles ^,; 
puisqu'on a: 

(fi = (f+c = Ko)+c', (7, = o+cfj= a+cfj^, 

c ^tant une constante, les ^quations (1.) donnent: 

Oo = c+/(a), 

On a ainsi le th^or^me: Quand rh^lice L est trac^e sur un cylindre dont 
la section droite ^ est parallele ä la ligne: 

la ligne ^o est invariable et la transform^e plane 4 de la ligne de striction 
L^J est d^finie par les ^quations (40.). 

Exemple. — Soit f(o) = — ; les deux ^quations (40.) apr^s T^liminatioD 

de a, donnent: 

(41.) 2tang0(a„-c)^Ä„ = 2a^a-a'c. 

Si Ton ^limine la constante arbitraire c entre l'^quation (41.) et sa d^riv^e 
par rapport ä c on obtient: 

OiiZii = — ^cotöa^ 

On a donc: En faisant parcourir ä yl toute la s^rie des paralleles 
ä la clotoi'de (> = — , les lignes de striction Z„ enveloppent, sur le cylindre 
fixe iftf,,, une courbe dont la transform^e plane est une hyperbole ^qoilatdre. 



(40.) 
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Dans la formale (42.) P(,(»o repr^sente le rayon de conrbore puo de la 
d^velopp^e de ^o (deuxi^me ddvelopp^e yti^ de ^). D'ailleurs o^^+h est le 
rayon de courbure de ^; les trois rayons p,i), (i, pa sont donc li^s entre eox 
par la relation lin^aire: 

Pf«) = P2 8in'0— pcos^O. 
Si ud est une d^veloppante de cercle, pj^, = et p2, p v^rifient T^galit^ (§ 2): 

p2 = pcot^O. 

Si ^ est une ddveloppante quelconqae d'ane d^veloppante de cercle, p,x> 
= constante = a et pa, p v^rifient T^galit^ du premier ordre: 

PaSin^Ö— pco8^0 = a. 
Si Ton applique les ^quations (7.) au cas: 



(43.) (} = ]^a+2ba+ca' 

(a^b^c ^tant des constantes), on obtient: 



b + ca „ ac — 6' 
^, p = 



et cons^quemment: 

C + cos' © . - TTTT 1 2 b+(c + cos* ® ) (X 

P2 = — . ,^ ya + 2bo + co\ a^ = ^-^iv^ — — 

^ sin'® sm'© 

L'^limination de a entre ces ^quations donne: 



tAA\ i/Ca — 2 6')(c-i- cos'®) -f6''c . oa ^ari , 2 
C44.) p2= |/^^ ^iS^® — + 26cot'0.a2+c(7^ 

Donc: Lorsque la section droite du cylindre contenant Tb^lice L est la 
ligne (43.), la section droite du cylindre contenant Th^lice L^^ lieu dea 
centres des sph^res osculatrices, est l'autre courbe (44.). 

On peut d^river d'ici une foule de r^sultats tr^s int^ressants. Si Ton 
remarque que la famille de courbes (43.) comprend: le cercle (6 = c = 0), 
la Spirale logarithmique (o = 6 = 0), la d^veloppante de cercle (c = 0), la 
cyclolde (c = —1), r^picyclol'de (c n^gatif et en valeur absolue <Cl), l'hypo- 
cyclolfde (c negatif et en valeur absolue >1), on a: Quand Th^lice L est 
tracee sur un cylindre K dont la section droite est un cercle, une spirale 
logarithmique, une d^veloppante de cercle, une cyclolde, une ^picycloide, 
une hypocycloTfde, Th^lice L2 lieu des centres des sph^res osculatrices est 
trac<5e sur un autre cylindre K2 de la meme nature que K. 
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lieber die singulären Lösungen der algebraischen 
Differentialgleichungen höherer Ordnung. 

(Von Herrn M. Hamburger in Berlin.) 

Im 112. Bande dieses Journals S. 205 ff. sind die singnlären Lösungen 
der algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung in y als Function von 
X nach einem Verfahren behandelt worden, welches gestattet, aus der Gestalt 
der Entwickelung eines Theilers y—rj der Discriminante der Differential- 
gleichung in Beziehung auf y' nach Potenzen von x — c, wo c ein will- 
kürlicher Werth ist, zu entscheiden, ob y = i? ein singuläres oder parti- 
culäres Integral, oder überhaupt kein Integral darstellt. Dem Verfahren lag 
ein Princip zu Grunde, das Herr Fuchs in seiner Arbeit „Ueber die Differential- 
gleichungen, deren Integrale feste Verzweigungspunkte besitzen"*) angewandt 
hat. Diese Methode lässt eine Erweiterung zu auf die singulären Lösungen 
algebraischer Differentialgleichungen n-ter Ordnung, die in Form von Differential- 
gleichungen (ii—l)-ter Ordnung ohne willkürliche Constante erscheinen. Ist 
y^"~^^— I? ein Theiler der Discriminante J der gegebenen Differentialgleichung 
in Beziehung auf y^''^ wo /? eine Function von x, y, y, . . ., y^""^^ bedeutet, so giebt 
die Entwickelung von y^"""*^— yy nach Potenzen von x— x,, für einen willkür- 
lichen Werth von ar„ in gleicher Weise charakteristische Merkmale dafür, 
ob y^"-^^ = ri ein singuläres oder particuläres erstes Integral der Differential- 
gleichung ist, oder überhaupt kein erstes Integral darstellt. Hiermit sowie 
mit der geometrischen Bedeutung von y^""^^ = ly in allen Fällen beschäftigt sich 
der erste Abschnitt. Im zweiten wird eine Darstellung von n von einander 
unabhängigen ersten Integralen in der Form (p(x,y^y\ ..., y^"~^0 = const. ge- 
geben, worin (p nach Potenzen von y^"~*^~ fj mit von x,y,y\ . . ., y^"""^^ abhängenden 
Coefficienten entwickelt ist, und es wird gezeigt, wie die Exponenten der 
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niedrigsten Potenz in der Entwickelungsreihe ebenfalls für die Beziehung der 
Gleichung y^""*^ = t] zur Differentialgleichung charakteristisch ist. Im Au- 
schluss daran wird im dritten Abschnitt die Existenz von n ersten Integralen 
in der Form Fix^y^y, ..., y^'*""*\ C) = abgeleitet, welche Gleichung vom m-ten 
Grade in C ist, falls m den Grad der Differentialgleichung in Bezug auf y^"^ 
bedeutet, worin ferner der Ooefficient von C" gleich Eins und die Coefficienten 
der übrigen Potenzen in der Umgebung eines willkürlichen Werthsystems 
^oj^oi^n» •••? ^i/""^^ in nach ganzen positiven Potenzen von 

x-x,,, y-y,,, y'-yo, ..-, y^""'^-»«"'''^ 
fortschreitende Reihen entwickelt werden können. Eine solche Integral- 
gleichung wird bei der weiteren Betrachtung zu Grunde gelegt und die 
Discriminante D von F = in Beziehung auf C untersucht. Bezeichnen 
wir einen Theiler derselben mit y^""^^— ^', so zeigt sich, dass die Ent- 
scheidung darüber, ob y^"*"^^ = i] ein singuläres Integral der aus F= hervor- 
gehenden Differentialgleichung ist, durch dieselbe Beschaffenheit des Ex- 
ponenten der niedrigsten Potenz von y^"~^^— ry' in der Entwickelung von C nach 
Potenzen von y^**"*^— V gegeben wird, die das ausschliessliche Kriterium dafür 
war, dass die Gleichung y^""^^ = ??, wo y^""^^— ^ ein linearer Theiler der Dis- 
criminante J ist, eine singulare Lösung ist. Es folgt daraus, dass die Gleichungen 
J =^0 und /) = die singulären Lösungen zu gemeinsamen Wurzeln haben 
müssen. Während aber eine Bedingung dafür zu erfüllen ist, dass die Wurzeln 
von z/ = eine Differei]tialgleichung als erste Integrale befriedigen, ist um- 
gekehrt mindestens eine Bedingung erforderlich, damit keine Wurzel von 
Z) = ein Integral der Differentialgleichung sei. 

Die Behandlung der Systeme von Differentialgleichungen erster 
Ordnung mit mehreren unabhängigen Variablen nach der gleichen Methode 
behalten wir uns für eine spätere Arbeit vor. 

I. 
Es sei 

eine algebraische Differentialgleichung w-ter Ordnung für y als Function von 
X vom m-ten Grade in Bezug auf die w-te Ableitung von y nach x. Die 
Coefficienten der verschiedenen Potenzen von y^"^ seien ganze rationale 
Functionen von x^ y^ y\ ..., y^"~^^ ohne gemeinsamen Theiler. Als algebraische 
Gleichung in Bezug auf y^"^ betrachtet, soll ferner die Gleichung (1.) in 
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Für die weitere Behandlung der Gleichung (4.) ist es nun wesentlich, 
zu unterscheiden, ob die Differentialgleichung (ii—l)-ter Ordnung 

(5.) y'^"' = r,{x,y,y^,...,y^^^^) 

ein erstes Integral der vorgelegten Differentialgleichung ist oder nicht. 
Da sie keine willkürliche Constante enthält, so kann sie im ersten Falle 
nur ein particuläres oder singuläres Integral sein. Die Differentiation 
der Gleichung (5.) nach x muss alsdann für y^"^ einen der Wurzelwerthe 
ergeben, in welche y^"*^ für y^""^^ = tj übergeht, was erfordert, dass identisch 

ist, wenn t einen der Wurzelwerthe bezeichnet. 
Setzt man nun 

so wird 

und die Gleichung (4.) geht über in 

wo zur Abkürzung 

gesetzt ist. 

Indem wir nun u als unabhängige Variable einführen, erhalten wir 
folgendes System von n Differentialgleichungen erster Ordnung 

dx^aW^-^ dy _^au'^-^ , dy' _au^-^ „ dy^n-s) ^ ^ji^a-i ^^__^^ 



(6.) 






durch welches die n Variablen ^r, y, y^-^y^""^^ als Functionen von u bestimmt 
werden. 

Wir nehmen zuerst den Fall, dass y^"*"^^ = ^ kein erstes Integral der 
vorgelegten Differentialgleichung sei; dann ist a für willkürliche Werthe 
von a?, y,y ',..., y^"~^^ von t verschieden, und wir können das Werthsystem 
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^0 9 yufjfu) •••fSfu""^^ SO gewählt denken, dass o auch für dieses von X> verschieden 
ist. Die rechten Seiten des Gleichnngssystems (6.) stellen dann nach den 
gemachten Voraussetzangen Functionen von a?, y, y', ..., y^"""^^ii dar, die für 
^ = ^ü7 » = Vmi y' = ycM •••? y^"~^^ = yo"""^\ «« = endlich sind und in der Umgebong 
dieses Werthsystems nach ganzen positiven Potenzen von x— oto, y—yu? y— yi? 
• .., jf^"~^^— 'jff"~^\ und u entwickelt werden können. Den Differentialgleichungen 
<6.) wird also durch ein System von Functionen genügt, die für ti = resp. 
die Werthe aJü^yu^^oj-^Sfo*""^^ annehmen und in Reihen nach ganzen positiven 
Potenzen von u sich darstellen lassen. Man erhält: 



(7.) 






^wo der Index bei ^ und a, wie überall im Folgenden, den Werth der 
miit ihm behafteten Grösse für a? = o?,,, y = yo? y = y» j • • -i y^"~^^ = yS""^^ bezeichnet. 
IDurch Umkehrung der ersten der Gleichungen (7.) entsteht 



1 11 2 



und hieraus 



14-1 . 1+1 



(I.) y^-^^~i? = (So-ao)(a:-a:o)+^(a?-r..) -^y^ix-^x,) « + •... 

Diese Gleichung, deren Coefficienten auf der rechten Seite die Parameter 
^n, yo»yiM«.?yo*'^^ enthalten, liefert uns die Entwickelung von y^"~*^— i?, woy eine 
Integralfunction der vorgelegten Differentialgleichung von der Beschaffenheit 
ist, dass y, y', . . ., y^''"^\ y^''""^\ y^**^ für a? = a?o beziehlich die Werthe y,,, y,', . . ., yJ*"''^ 
!?„, ^0 annehmen. Aus (I.) folgt, dass für willkürliche Werthe von iro,yo,y(),..., 
y/""'\ fllr die unserer Voraussetzung nach ^„ von a„ verschieden ist, die 
Entwickelung von y^""^^ — i? nach Potenzen von ar—a:,, mit der ersten Potenz 
beginnt. Denkt man sich eine der Differentialgleichung (ii—l)-ter Ordnung 
y^*"^^ = ri genügende Function y dadurch bestimmt, dass y, y\ ..., y^*~^^ für a; = a?o 
bezw. wie vorhin die Werthe y,„yo,...,yf;~'^ erhält, dann wird y^""*^ ebenfalls 
den Werth a„ für x = x^ erhalten. 

Ist also y^"""*^ = T] kein erstes Integral der vorgelegten Differential- 
gleichung (1.) und ist der etwa p-fache Wurzelwerth ^, den man aus (1.) 
fUr y^"^ erhält, wenn man y^"~^^ durch t] ersetzt, endlich, so hat jede durch 
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die Gleichung y^"~*^ = tj repräsentirte Curve folgende Eigenschaft: Bestimmt 
man Integralcurven der vorgelegten Differentialgleichung durch die Bedingung, 
dass sie in einem Punkte der ersteren Curve mit derselben eine Berührung 
(»—l)-ter Ordnung haben, so giebt es p solcher Integralcurven, die in dem 
betrachteten Punkte in eben so viele Verzweigungsgruppen zerfallen, als es 
Entwickelungen der algebraischen Function y^"^ von y^""^^ mit dem gemein- 
schaftlichen Werth t für j^^""^^ = tj von der Form (4.) giebt, so dass z. B. 
eine solche Gruppe aus a Zweigen besteht. Alle diese p Integralcurven 
berühren einander in dem betrachteten Punkte mindestens in der n-ten Ord- 
nung, haben aber daselbst mit der erwähnten, durch die Gleichung y^*"^^ = t] 
repräsentirten Curve keine Berührung von höherer als der (ft--l)-ten Ordnung*). 

Die Gültigkeit des Satzes setzt willkürliche Werthe von iro,yo, ..-^yu""^^ 
voraus, sie erleidet eine Ausnahme, wenn ^„ = a„ ist, was nach unserer Annahme 
eine Bedingungsgleichung zwischen den genannten Werthen darstellt. 

Wir nehmen jetzt an, dass für y^""*^ = tj der Coefficient der höchsten 
Potenz von y^"^ in (1.) identisch verschwinde, also eine oder mehrere Wurzeln 
y^"^ der Gleichung (1.) unendlich werden. Unter den der Gleichung (1.) ge- 
nügenden algebraischen Functionen von y^"""^\ die für y^**"*^ = rj unendlich 
werden, gebe es eine Gruppe von a in y^"*'^^ =ri zusammenhängenden Zweigen; 
dann lassen sich dieselben in der Form darstellen 

_ * j_ 

WO Ä, sowie a, eine von Null verschiedene positive ganze Zahl ist und 
gfcfl'i... nach ganzen positiven Potenzen von ir— Xo, y— j^o, y'— yo, ..•?y^""'^^— J^u""*^ 
fortschreitende Reihen bedeuten, wenn unter a?.hy(),.-Myo"~^^ wie oben ein will- 
kürliches Werthsystem verstanden wird, in dessen Umgebung tj eindeutig 
verläuft. Von gr„ wird vorausgesetzt, dass es nicht identisch verschwindet. 

*) Dem entspricht im Falle der Differentialgleichung erster Ordnung der Satz, 
dass durch jeden Punkt einer durch die Discriminantengleichung in Bezug auf y' be- 
stimmten Curve, die keine Integralcurve der Differentialgleichung ist, mehrere in diesem 
Punkte Verzweigungsgruppen bildende Integralcurven hindurchgehen, die daselbst sich 
sämmtlich berühren, aber in eben diesem Punkte mit der ersteren Curve keine Berührung 
haben. Da die Gleichung ^ =■ o hier nur die Variable x enthält, so werden von dem 
Ausnahmefall nur ganz bestimmte, sogen, feste Werthe von a?^ betroffen. Vergl. d. J. 
Bd. 112, S. 213. 
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beziehlich die Werthe ^«„yo, y.V, ...^ylP^'^\ 17,,, 00 annehmen. Die Einsetzung des 
Ansdrncks fttr u in die Gleichungen (9.) ergiebt, dass dieses Integral y sich 
in a; = jJü (a4-Ä)-fach verzweigt, und dass alle Zweige dieser Integralcurve 
einander in der n-ten Ordnung berühren. Die durch die Gleichung y^""^^ = t] und 
durch die Bedingungen y = y^, y = ^o, ...,»^""^^ = »o""^^ für x = a:,, bestimmte 
Function y von x stellt eine Curve dar, die von allen Zweigen der Integral- 
curve in x = a?o in der (it — l)-ten, aber nicht in der n-ten Ordnung berührt 
wird, da für sie zwar y^**"*^ den Werth i?,„ aber y^"^ den endlichen Werth a,, für 
X = a:„ hat. Dieser Satz verliert seine Gültigkeit, wenn gf,,, = ist, was der 
Annahme nach für willkürliche Werthe von iro,yu, J^cm ••» yo"~'^ nicht eintritt. 

Die Entwickelungsformen (I.) und (IL) sind die einzigen, die für 
willkürliche Werthe von ar,,, j^,,, yli^ ..-, y\^~^^ statthaben, falls y^""'^ = ri kein erstes 
Integral der vorgelegten Differentialgleichung (1.) ist; sie haben das 
charakteristische Merkmal gemeinsam, dass der Exponent der niedrigsten 
in ihnen auftretenden Potenz von x—x^ nicht grösser als Eins ist. 

Es sei noch bemerkt, dass diese Entwickelungsformen von der Vor- 
aussetzung, dass Tj eine Wurzel der Discriminantengleichung J = sei, nicht 
abhängig sind, sondern für jede Function tj von iP,y, y ',..., y^"'^^ gelten, sofern 
nur y^"-*^ = Tj kein erstes Integral der gegebenen Differentialgleichung ist. 
Im allgemeinen wird dann a = 1 sein. 

Wir gehen jetzt zur Betrachtung des Falles über, dass y^""*^ = 17, wo 
Tj eine endliche Wurzel der Discriminantengleichung J = ist, ein erstes 
Integral der vorgelegten Differentialgleichung sein soll. Eine der Wurzeln 
y^"*^ der Gleichung 

f{x,y,y\..y'^-''\ri,y^^^) = 
wird dann gleich 

sein. Unter den Functionen y^''\ die der Gleichung (1.) genügen, und für 
y(n-i) __ ^ ^gjj gemeinschaftlichen Werth a annehmen, möge eine Gruppe 
von a zusammenhängenden Zweigen existiren, welche die Darstellung haben 

(10.) yW_o = <7.,(ff<"-'>-i?)''+y.(y<"-'>-»?r +-, 

worin Uber^,,,^, ... die früheren Festsetzangen gelten und insbesondere, dass 
g„ nicht identisch verschwindet. Setzt man wieder 

y(-') = n+u'^, also y'"> = '^+öj,t?-.) «" + ««"" rf^ 



(12.) 
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80 geht die Darstellung (10.) über in 

(11.) «««-£ = _^^^l_„«+^.y+^.„».. + ... 

Hier sind zwei weitere Fälle zu unterscheiden: 

1. Ä<o. 

Dieser Fall kann, da k und a positive von Null verschiedene ganze Zahlen 
sind, nur eintreten, wenn a>l ist. 

Aus (11.) folgt 

WO zu bemerken, dass hier a — &>0 ist. 

Führt man u als unabhängige Variable ein, so erhält man das System 
von Differentialgleichungen erster Ordnung: 

du^ g,+h,u + h,u'-\-^:' du^y g^^~h;u+hW^r.\^ '"' 

dyi^V^ („^2)__ au^-'-'' dy^^"'^^. 4. «>i- _«"""'"* 

du y g^+\u+h,u'+...^ du ^^+^^^^+ä;„ + ä;i,'4....' 

durch welches x,y^y\ ...,y^""^^ als Functionen von u bestimmt werden. Wählt 
man ein willkürliches Werthsystem aro, yn, ""itfi!''^^ ^^ dem Eindeutigkeitsbereich 
von T] so, dass g^^ für dasselbe nicht verschwindet, so lassen sich, da jetzt 
a— 1 — &^0 ist, die rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen in Reihen 
nach ganzen positiven Potenzen von o:— a^o? y— ^m y'— y(M«?ff^""^^~"yo"~^^ ^^t" 
wickeln und es genügen daher dem Systeme «Functionen op,y,y\...^y^''~'\ die 
für 11 = beziehlich die willkürlichen Werthe a:,„y,„yu7 •••?yo"^^^ annehmen und 
folgende Darstellung haben: 

Durch Umkehrung der ersteh dieser Gleichungen erhält man 



1 " 1 2 

« = (y^"-''-'?)"=C"~*^^^0"'V-a'u)"^*+/3(aJ-a:,.)''-*-j-.-- 
und durch Erhebung in die a-te Potenz 

(IIL) j,(«-o_^ = ("7*^. J"\x-aru)^*+/3(a:-x,)--*'+ - 

Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 4. 3Ö 
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gültig für das particuläre Integral y, das durch die Bedingungen y = jf,„ 
y' = j^o, ..., y^""^^ = ffo"~^\ J^^""^^ = ^u, J^^"^ = ^0 für X = a:„ bestimmt ist. Dasselbe 
wird durch eine Curve dargestellt, die sich in a; = x„ (a— Ä)-fach verzweigt 
und deren Zweige, falls a— &>1 ist, sich alle daselbst in der n-ten Ordnung 
berühren. Gleichzeitig berühren sie auch die Curve, die durch die Differential- 
gleichung y^"-'^ = T] und die Bedingungen y = y,,, y' = ffn, ...,ff^'*''^ = !fü""'^ Air 
X = ajü bestimmt ist, in der n-ten Ordnung, da für das so bestimmte y eben- 
falls y^""^^ = lyo und y^"^ = fTo für ^ = ^«) ist.*) Durch diese Eigenschaft charakteri- 
sirt sich die Gleichung y^'' *^ = t] als singuläres erstes Integral der Differential- 
gleichung (1.). Bezeichnend für die Entwickelungsform (III.) ist, dass der 
Exponent der niedrigsten darin auftretenden Potenz t>on x — Xu grösser als 
Eins ist. 

2. Ä>a-1. 

In diesem Falle erhält man aus (11.) 

(13.) j'^ == ^1 f;^^+.^o^*-«-.. + ^.^-.r.+ .. 

^ ^ dx a dy^"*-^^ a a ' 

WO jetzt A—a+1 eine von Null verschiedene positive ganze Zahl ist. Fügt 
man 'dazu die Gleichungen 

<^1^>* dx-»' dx -» ' •••' dx -^ + ^' 

so Stellen (13.) und (13\) ein System von Differentialgleichungen erster 
Ordnung dar, durch welches tt,y, j^',.-?!/^""'^ als Functionen von a; bestimmt 
werden. Die rechten Seiten lassen sich für willkürliche Werthe x,,, y,„ y,',, . . ., yf""^^ 
im Eindeutigkeitsbereich von tj nach ganzen positiven Potenzen yon x—ar,,, 
y~y"?!^'""y"v?y^"~'^~yo**~"'^ i^"d « entwickeln. Folglich giebt es ein System 
von Lösungen der Gleichungen (13.) und (13'.) von der Beschaffenheit, dass 
die Functionen «,y,j/', ...,j^^'*"'^^ sich in eine Reihe nach ganzen positiven Po- 
tenzen von X— Xo entwickeln lassen und füra: = a:o beziehlich die Werthe 
0, y«), j^(), .. .yf)'*""'^ annehmen. Die Einsetzung dieser Reihen in (13.) ergiebt 

«/ = (), also y^"-^>~7y = 0, 

*) Dem entspricht im Falle der DilTerentialglelchuDg erster Ordnung der Satz, 
dass die durch einen Punkt der singulären Curve hindurchgehenden Zweige der particur 
lären Integralcurve, falls mehr als ein Zweig vorhanden ist, einander und zugleich die 
singulare Curve berühren, die daher die Enveloppe der particulärcn Integralcurven ge- 
nannt wird. Vergl. dieses Journal Bd. 112, S. 217. 
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wodurch sich (13*.) auf das System 

dx'^^' dx^y ' "' dx ~^^ ' dx ""'^ 

reducirt, welches selbst wieder mit der Differentialgleichung (« — l)-ten Ord- 
nung y^""*^ = ri äquivalent ist. Also ist in diesem Falle j^^^^*^ = ^ ein par- 
ticuläres erstes Integral der DiflFerentialgleichung (1.). Ausserdem kann diese 
Gleichung zugleich ein singuläres Integral von (1.) sein, wenn es für y^"*^ 
als algebraische Function von y^**""*^ Zweige giebt, in deren Darstellung von 
der Form (4.) ^= a und h<Ca ist. 

Die erlangten Ergebnisse fassen wir in folgenden Sätzen zusammen: 

Ist y^'*"^^ = ?y(a:,j^,y',...,y^"~^^) eine endliche Wurzel der durch Elimination 

von j(^"^ zwischen f(x,y,y\..,^y^*'^) = und ^^'^^ = hervorgehenden Discri- 

minantengleichung 

so sind 3 Fälle möglich : 

1. y^"'^^ = 7/ ist kein erstes Integral der vorgelegten Differential- 
gleichung; dann gilt für alle Integrale y, die die Eigenschaft haben, dass 
X,) iür einen willkürlichen Werth y, y', ..., j/^"~^^ die willkürlichen Werthe 
yo, yl.'-'.yxr'^ und y^"-'^ den Werth ?/„ = ijCa:,,, y,,, yln-^it/n'''^) annehmen, eine 
Entwickelung von .v^""^^ — ^ in der Form 

(14.) y(''-'>-/; = %K^-x„\ 

wo ^ eine nach positiven ganzen oder gebrochenen Potenzen von x—x^ 
fortschreitende Reihe bedeutet. In allen diesen Reihen ist der Exponent der 
niedrigsten Potenz von ic— a?„ nicht grösser als 1. 

2. y^«-^> = t; ist ein singuläres erstes Integral; dann giebt es erste 
Integrale, die eine Darstellung in der Form (14.) zulassen, in denen der 
Exponent der niedrigsten Potenz von x—x^ grösser als 1 ist. 

3. y^"-^^=zr] ist ein particuläres erstes Integral; dann reduciren sich 
einige Darstellungen der Form (14.) auf j^^"""*^— i? = 0. Für den Fall, dass 
es ausserdem Darstellungen der Form (14.) giebt, in denen der Exponent 
der niedrigsten Potenz von x— a?,, grösser als 1 ist, ist y^"~*^ = ^ zugleich 
ein singuläres erstes Integral. 

Die Natur des Integrals j^^"~^^ = tj kann man übrigens unmittelbar 

35* 



276 Hamburger, über singulare Lösungen algebraischer Differentialgleichungen, 

aus der Entwickelungsform (5.) für y^**^ erkennen, die fllr den Fall gilt, dass 
yin-i) _. ^ gjjj ergteg Integral der vorgelegten DiflFerentialgleichung ist, 

WO k und a positive ganze von Null verschiedene Zahlen bedeuten. 

y("-*> = 7y ist ein singuläres Integral, wenn *<:«, ein particuläres, 
wenn &>>«— 1, und beides zugleich, wenn Entwickelungen von der einen 
und der anderen Beschaffenheit existiren. Da ?/, a, gr,,,^!,... Functionen von 
a:,y,y',...,y^"~^^ sind, also y^**"'^ nicht enthalten, so erkennt man, dass im ersten 

Falle %. [^_yj = oo für j^^""^^ = 17, im andern Falle endlich ist. Wir können 

also das Kriterium dafür, dass y^""^^ = tj ein singuläres Integral ist, in 
folgender Gestalt aussprechen: 

Ist eine der Wurzeln y^""^ der Gleichung 

y ^ dx^ dy^ ^ ^ öyCn-3) y -T Qy^n-'Z) ^? 

was die Voraussetzung ist, dass j(^"~^^ = rj überhaupt ein erstes Integral der 
vorgelegten Differentialgleichung f{x, y, y\ . . ., j^^"""^\ y^"0 = ^ darstellt, und giebt 
es Zweige von j^^"\ als algebraische Function von y^""^^ betrachtet, für die 

dllin) 

— ^— ^ = 00 wird für y^""^^ = ^, y^""^ = a, dann ist das Integral y^""^^^ = 17 Sin- 
gular. Dasselbe Integral kann zugleich particulär sein, wenn die Function 
y^"^ noch andere Zweige besitzt, für welche der Ausdruck ^ ^^_^) bei der 

Substitution y^'*"^^ = ??, j^^"^ = a einen endlichen Werth erhält. Ist das letztere 
bei allen Zweigen der Function y^""^ der Fall, so ist y^""'^^ — t] ein parti- 
culäres Integral*). 

Bemerkung. Aus dem Vorhergehenden erhellt, das y in allen be- 
trachteten Phallen nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von a:— x,, dar- 
stellbar ist, also in a?,, nur algebraische Singularitäten aufweist. Ausnahmen 
treten ein, wenn zwischen den willkürlichen Werthen x,,, j(,„ yo, ..., y^""^^ gewisse 
Bedingungsgleichungen bestehen. Diese sind gegeben: 1) wenn in der 
Entwickelung (4.) die Coefficienten von y^'"~'^^ — t] für das gewählte Werth- 
system unendlich werden, 2) wenn, ohne dass identisch C = ^ ist, So = a,, 

•) Vergl. d. J. Bd. 112, S. 219, 
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(17.) 



Setzt raan für y^"^ ihren Ausdruck in (4.) ein, so erhält man 
(16.) 






it>>.0 






wo ^, t^fl'o? fl^i, ... Functionen von 0-,^,^', ..., y^"""^^ sind, die in nach ganzen positiven 
Potenzen von x—a?,,, j^— i^o, j^'-yo,...,y^""^^— j^S""^^ fortschreitende Reihen ent» 
wickelbar sind. Setzen wir j^^""^^ = i/+w* und bezeichnen </>, als Function 
von ir,y,j^ ',..., y^""^^ und« betrachtet, mit ^, so wird 

d(f _ d^ d(p drj dq> _dif dq> dfj dq> _ ^9 , ^^ ^V 

dx "" öx ^ ö^C/»-!) äx' öi^ ~" dy "^ öy^""^^ ö^' *"' d'y^-^^ " öyC«-^) "*" Qy^^^^dyin-i) 

und die Gleichung (16.) geht, nachdem sie mit aii""^ multiplicirt ist, über in 

Betrachten wir zuerst den Fall, dass der Ausdruck 

nicht identisch verschwindet, so kann der Gleichung (17.) nach dem Satze 
der Frau von Kowalewsky durch eine einen gewissen Grenzbezirk besitzende 
Reihe von der Form 

(18.) 'l' = T9'.(x,9,...,y<"-^0"; 

genügt werden, wo lyiy, y,,,.. nach ganzen positiven Potenzen von x—x^,^ y—y»i 
j/'—j;,'„...,y^"~'^^—y,^"~*> fortschreitende Reihen bedeuten, von denen die für q)^ 
willkürlich angenommen werden kann, und die übrigen sich aus der identischen 
Gleichung bestimmen, welche die Einsetzung des Ausdruckes (18.) für (p in 
(17.) ergiebt 



(19.) 
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(17.) 



Setzt man für y^'^ ihren Ausdruck in (4.) ein, so erhält man 



(16.) 



+ Jf-uf^+^nCj'^'-'^-'O" +^.(y^"-'^- "'+•••} = 0, 



woij,^?^'!), <7i?-«- Functionen von 0",^,^', ...,y^'*''^^8ind, die in nach ganzen positiven 
Potenzen von a:— a?n, y— y.), y'— j((),...,j(^'*""^^— j^o"*"^^ fortschreitende Reihen ent» 
wickelbar sind. Setzen wir j^^""*^ = t^ + m' und bezeichnen </>, als Function 

von iT, y, j^', ...jy^""*^ und«! betrachtet, mit (p, so wird 

d<f _^dif d(p 5ij d(p_d(f d(p dti dq> _ ^9 i ^^ ^V 






aw* 



und die Gleichung (16.) geht, nachdem sie mit at/"'"^ multiplicirt ist, über in 



au''-'{ 









5y ^ 



^ öuV" dx dy^ dy^'^-'^y öi/C«-^)W+«' ; rg^u ^g,u + | - u. 

Betrachten wir zuerst den Fall, dass der Ausdruck 

r-_^'7-ö?^' ^^.«(n-^)^ ^^/ n^t^a 

^ dx dy^ öy^»-3)if öy^n-2)'l b 

nicht identisch verschwindet, so kann der Gleichung (17.) nach dem Satze 
der Frau von Kowalewsky durch eine einen gewissen Greuzbezirk besitzende 
Reihe von der Form 



(18.) 



ip= i: (pÄx,y,--,y^"'^) 



vi 



genügt werden, wo y,„ ^i,... nach ganzen positiven Potenzen von x—x,,, y—y,„ 
y'—jf,'„...,y^"~^^—yf"~^' fortschreitende Reihen bedeuten, von denen die für y,, 
willkürlich angenommen werden kann, und die übrigen sich aus der identischen 
Gleichung bestimmen, welche die Einsetzung des Ausdruckes (18.) für y in 
(17.) ergiebt 

dy 



(19.) 



_ -au £ ^-^- + ^^y+- + 3^i„_,, y + ^yt„_„ '/; ^, 



— ««" 
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Ist y^""^^ kein erstes Integral der vorgelegten DiflPerentialgleichung, 
so gehören zu jeder Zweiggruppe von y^"^ als Function von y^"*^^^ in der 
Umgebung von y^"""^^ = i] n von einander abhängige erste Integrale von der 
Form 

(21.) y.,+AXy(-n^;,)"-+A^^^(y(-o^^)^ + ... = const., 

worin die Coefficienten nach ganzen positiven Potenzen von x—x^j y—yo^ 
y— yo» •.-, y^""^^— J^o""^^ fortschreitende Reihen sind und der Exponent der 
niedrigsten Potenz eon y^''~^^—r] nicht kleiner als Eins ist. 

Es sei nunmehr y^""'^ = t] ein erstes Integral der vorgelegten Differential- 
gleichung, so dass also für einen Werth ^, den y^"^ für y^"~'^ = tj erhält, 
der Ausdruck 

identisch verschwindet. Die partielle Differentialgleichung fltr cp erhält man 
aus (17.), indem man S = (t setzt, in der Form: 



(22.) 






worin ^„ von Nall verschieden ist. Ist nun 

1. Ä<a, 

so ergiebt die Division durch «* 

Setzt man 

worin ^„ eine willkürliche Function der eingeschlossenen Grössen ist, so 
erhält man zur successiven Bestimmung der Coefficienten y i , y 2 , • • • die Gleichung 

~ " ,^0 ^ a^ ■*■ dyy + + dyl-^) ^ + dy^'-'> V v! 



.2«-*-. ^ dfy W 



v = x 
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woraus insbesondere folgt 



(23.) 



ist (wobei zu bemerken, dass wenn * = «—!, g)i von Null verschieden ist), 
80 dass (j) die Gestalt erhält 

Wir schliessen hieraus, dass es im vorliegenden Falle n von einander 
unabhängige Integrale der vorgelegten Differentialgleichung (1.) von der 
Form giebt 



V.&:Pa-n—l^Z:^—+Va^.^^—^^ + - = CoUSt, 

WO für y,, der Reihe nach x,y,y\,..^y^'*~^^ zu nehmen ist, und y«_^, y«-,+i, ... 
nach ganzen positiven Potenzen von o: — a?,,, y-y«, ff'— ff,',, ..., ff^"~^^— ffu*"^^ fort- 
schreitende Reihen sind, die in der angegebenen Weise successive eindeutig 
aus 9„ bestimmt werden. Da der Ausdruck auf der linken Seite für j^(""^^ = iy 
gleich 7>„, also nicht constant wird, so ist y^'^-^^^rj ein singuläres erstes 
Integral, y^-x ist nach (23.) fttr (pi) = x, (pi)==y, Vu = ff', ..., Vo = ff^""^^ von 
Null verschieden, für 9?,, = ff^""^^ nur dann nicht, wenn rj = ist. In diesem 
Fall wählen wir statt dessen </)u = x+y^'"'^\ welches von den anderen 9},, 
unabhängig ist, und wofür (p^_^ ebenfalls verschieden von Null ist, ferner 

ist^^^^<Cl. Wir haben also den Satz: 
a 

Ist ff^"~^^ = T] ein singuläres Integral der Differentialgleichung (1.), so 

gehören zu allen Zweigen von ff^"^ als Function von ff^"~^\ die für ff^**"^^ = t] 

den Werth ^ = g| + g^ff'+ •+^-1^^ annehmen, n von ein- 

ander unabhängige erste Integrale von der Form 

^^^•) ^/^'o+A.(ff^""^'-^)^ + A.^i(y^'*-^^-^/)" +- = Const., 

worin die Coefiicienten nach ganzen positiven Potenzen von 

x-x,, ff-ffu,...,ff^'-'-'^-ffr'^^ 

fortschreitende Reihen sind und der Exponent der niedrigsten Potenz f>i 
y(^»-^)^rj überall kleiner als Eins ist. 



I 
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Ist y^""^^ kein erstes Integral der vorgelegten DiflFerentialgleichung, 
so gehören zu jeder Zweiggruppe von y^"^ als Function von y^"*"^^ in der 
Umgebung von y^""'^^ = 7] n von einander abhängige erste Integrale von der 
Form 

(21.) y„+AXy(-n^^)ä+A,^^(y(n-i)^^) «+... = Const, 

worin die Coefficienten nach ganzen positiven Potenzen von a:— a:,,, y— J^m 
»'— ^0» ..., y^""^^— yu"~^^ fortschreitende Reihen sind und der Exponent der 
niedrigsten Potenz eon y^'^'^^—ri nicht kleiner als Eins ist. 

Es sei nunmehr y(*""'^ = ?; ein erstes Integral der vorgelegten DiflFerential- 
gleichung, so dass also für einen Werth ^, den y^"^ für y^"""^^ = tj erhält, 
der Ausdruck 

identisch verschwindet. Die partielle DiflFerentialgleichung für cp erhält man 
aus (17.), indem man ^ = a setzt, in der Form: 



(22.) 



worin ^„ von Nall verschieden ist. Ist nun 

1. *<«, 

80 ergiebt die Division durch «* 

Setzt man 

worin ^„ eine willkürliche Function der eingeschlossenen Grössen ist, so 
erhält man zur successiven Bestimmung der Coefficienten ^, , 9)^ , . . . die Gleichung 

Journal für Mathematik Bd. CXXI. Heft 4. 36 



284 Hamburger, über singulare Lösungen algebraischer Diffet*entialgleichungen. 

haben sollen, bezeichnen die Coefficienten ä^, h^^^ in der &-ten Gleichung mit 
K,ki Ar^^i,*^.«' und setzen wieder y^"~*^— ?y = ti", so lauten die n Gleichungen 

y'-j,;, + A,.3tt'*+Ar+uti'-^" + - = 0, 

worin die Coefficienten h nach ganzen positiven Potenzen von x— ar,,? y—Po 
y—yl)^ •••?y^"""^^~9o**~^^ fortschreitende Reihen sind. Diese Gleichungen lassen 
sich, da die Functionaldeterminante der Functionen auf der linken Seite 
nach den Variablen x,y,y\...^y^''~^^ für ii = gleich 1 ist, durch Reihen 
für X, y, ..., y^""'^^ befriedigen, die nach ganzen positiven Potenzen von u 
fortschreiten und in der Umgebung von ti = convergiren, und zwar erhält 
man für x die Reihenentwickelung 

ar-Xo = -K,,(x,,, ^0, ffo, ..., ylr''^)u'''\'ßu''^' + '" 
und durch Umkehrung 

und daraus 

Ist nun j^^"""^^ = /? kein erstes Integral, dann ist 
->1 also -<1, 
ist j;^"~*^ = ?y ein singuläres erstes Integral, dann ist 

--<! also ->1. 

a r 

Das sind dieselben Resultate, zu denen wir im ersten Abschnitt auf 
einem anderen Wege gelangt sind. 

III. 
Für die Function cp in einem Integrale erster Ordnung 

<p(x,y,y\..,,y^^-'^) = C 

haben wir im vorigen Abschnitt aus der Zweiggruppe von y^"^ als Function 
von y^""^\ wie sie durch die Entwickelung (4.) des ersten Abschnitts in der 
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Umgebung von y^"""^^ = rj dargestellt ist, Ausdrücke abgeleitet, die alle auf 
die gemeinsame Form 

gebracht werden können, wo L,„ Li, ..., L«_i Reihen bedeuten, die nach 
ganzen positiven Potenzen x-x^^ ff-^o, y'-yln •••5 ff^'*"'^-yfr""'\ »^"""^-^ 

fortschreiten. Den a verschiedenen Werthen von (y^"~^^— ^)'' entsprechen 
a verschiedene Ausdrücke für die y, die mit (p^ tpz^ ..., y« bezeichnet seien. 
Die Coefficienten der Potenzen von C in dem Producte 

als symmetrische Functionen von ^i, (/jj, ..., (f^a sind also durch Reihen, die 
nach ganzen positiven Potenzen von 

x-x,,, y-y,,, y'-yl,, ..., y^''-''^-y^'"'\ y^'^'^-n 
fortschreiten, darstellbar, und da 1? selbst eine Reihe von der Form 
y\r'^+^(x-x,,, y-yo, y'-yli, ..., »^"^'^-!^^*"'0 ist, schliesslich durch Reihen, 
die nach ganzen positiven Potenzen von x—a^,,, y—yu^ !/'— ^o? -••?y^"""^^— y^"~^^ 
fortschreiten. 

Die Gleichung 
(25.) (C~yO(C-y,)...(C~(/)«) = 

ist ein erstes Integral der Differentialgleichung 

wenn «i, Ux, ...,«« die Zweige der Function y^"^ sind, deren Gruppe durch 
die Entwickelung (4.) dargestellt ist. Denkt man sich die Differential- 
gleichung (1.), vom iw-ten Grade in y^"\ in ihre m linearen Theiler j^^*^— 11* 
zerlegt, für jede zusammenhängende Gruppe von ii^ die entsprechende 
Gleichung (25.) aufgestellt und das Product dieser Gleichungen gebildet, so 
erhält man als erstes Integral der vorgelegten Differentialgleichung eine 
Gleichung iw-ten Grades in C 

(26.) F(x,j,,j,'...,y^'»-^C) = 0, 

worin der Coefficient von C"* gleich Eins, und die Coefficienten der übrigen 
Potenzen von C Reihen sind, die in der Umgebung eines willkürlichen Werth- 
systems a;„, y,,, ^o, .., j^o""^\ wobei die auszuschliessenden Werthsysteme 
Coutinuen (fi—l)-ter Dimensionen erfüllen, in Reihen, die nach ganzen positiven 
Potenzen von x— a:,„ y— ^n, ..., y^' ^^— »n""^^ fortschreiten, entwickelt werden 



\ 
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können. Indem man für die bei der Herstellung der Gleichung (26.) auf- 
tretenden willkürlichen Functionen der Reihe nach x, y, y\ . . ., y^"""^^ wählt, 
erhält man n von einander unabhängige erste Integrale 

aus denen durch Elimination von j/',y", .••?!/^"~'^ sich 

als das vollständige Integral der vorgelegten Differentialgleichung mit n 
willkürlichen Constanten ergiebt. 

Wir legen im Folgenden die Gleichung (26.) vom fw-ten Grade in C 

zu Grunde und bilden die Differentialgleichung, der diese Gleichung als 
erstes Integral genügt. Die totale Differentiation derselben nach ar, wobei 
wir C als durch diese Gleichung bestimmte Function von iP,y, ...,y^""*^ be- 
trachten, ergiebt 

^^^''> dx+dy^^ +ay(-o2' - dCdx' 

wo 

dCdCd^ , dC_ ^„) 

dx" dx'^ dy^ "'""öy— 1>^ 

gesetzt ist. Multiplicirt man die m Gleichungen, die aus (27.) hervorgehen, 
indem man für C die m Wurzeln Ci, C2,...,C„, der Gleichung (26.) einsetzt, mit 
einander, so erhält man die Identität 

k^^^dx^dy^^ +öy(«-oy A'^6-,-^ ^^ /J,\dC^c=c, dx dx dx' 

^-»* /dF\ 
il(^-j _ ist die Discriminante der Gleichung (26.) in Bezug auf C, die 

wir mit (— 1)"*Z) bezeichnen, sie ist eine Function von aj, y, y ',..., y^""'^^; die 
linke Seite ist ein Polynom m-ten Grades in y^'*\ dessen von a?, y , y', . . ., y^""*^ 
abhängende Coefficienten einen gemeinsamen Factor haben können, den 
wir M nennen, und so erhalten wir 

(28.) m-^y^y-y'-'^^D^.'^...';;^- 

Die Gleichung 

vom iw-ten Grade in y^"^ mit von a:, y, y', ..., j^^""^^ abhängenden Coefficienten 
ohne gemeinsamen Factor ist dann eine Differentialgleichung n-ter Ordnung, 
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welche, wie aus (28.) hervorgeht, durch C^ = const. Qe = 1, 2, ...,m) befriedigt 
wird, da durch diese Gleichungen für einen beliebigen Werth der Constanten 
nicht die von y^"^ freie Gleichung ^=0 erfüllt werden kann; also stellt 
^= die Diiferentialgleichung dar, für welche die Gleichung (26.) ein erstes 
Integral mit willkürlicher Constante (vollständiges erstes Integral) ist. Aber 
Z' = kann auch noch erfüllt werden, wenn D = ist. Wird dieser Gleichung 
durch y^"""*^ = ^(a?,y, y ',..., y^"""^0 genügt, so stellt die letztere Gleichung, je 
nachdem keine der Wurzeln Cj,..., C,„, oder einige, oder alle durch die Sub- 
stitution y^"~^^ = Tj einen constanten Werth erhalten, ein singuläres erstes 
Integral, ein singuläres und particuläres erstes Integral zugleich oder nur 
ein particuläres erstes Integral dar. Aber die Gleichung Z> = kann auch 
erfüllt werden, ohne dass/^O wird, denn die Gleichung (28.) wird auch 
befriedigt, wenn mit Z) = zugleich ^=0 ist. Genügt nuny^*"'^ = ?j der 
Gleichung D = und mit ihr der Gleichung ^ = aber nicht der Gleichung 
/= 0, so ist y^*"^^ = 7] überhaupt kein Integral der Diiferentialgleichung /"= 0. 
Es ist nun wichtig festzustellen, unter welcher Bedingung dies eintritt. 

Da D = die Bedingung dafür enthält, dass mehrere Wurzeln C der 
Gleichung (26.) einander gleich werden, so mögen p Wurzeln C für y^""^^ = rj 
den gleichen Werth 'Q annehmen, der nicht constant sein soll, da sonst 
y{n-n_^^ ein particuläres Integral der DiflFerentialgleichung /"= wäre. 
Die Gleichung (26.) nach Potenzen von y^""*^ — 17 und C— ^ geordnet, erhält 
dann die Form 

wo, wie auch im Folgenden, 5ß Reihen nach ganzen positiven Potenzen 
der eingeklammerten Grössen mit von x^ y, y, . . ., y^"""^^ abhängenden Coefficienten 
bedeuten,, und 5ßi für y^"-^^ = ??, C = ^ von Null verschieden ist. Es folgt 

8 F 
daraus für -^ die Form 

(29.) |J= (y'-''-'rim(y'-''-v. C-?)+(C-^-5ß3(y^"-^>-^, C-^), 

wo ^3 für y^" '> = ?;, C = ^ nicht verschwindet. 

Nun möge eine Gruppe von a^p Zweigen der Function C, die in 
y = j? den Werth ^ annehmen, die Entwickelung haben 

(30.) C-^ = <7„(j,t-.)_^)«+^,(y<.-.)_,) a ^... 

wo gr,„ ^, , .. . in der Umgebung von ar,„ y,„ y,'„ . .., yf"-'' stetige Functionen bedeuten, 



(31.) 



288 Hamburger, über singulare Lösungen algebraischer D^ereatialgleichungen. 

von denen g„ nicht identisch verschwindet. Sabstitairt man den Aasdrnck 
(30.) für C-t in (29.), so erhält |^ die Form 

|J = (»^'-'>-'?)^^n((y'-'>-'?)^), 

wo % für y^''"'^ = ri nicht identisch verschwindet, p wird nur dann kleiner 
als 1 sein, wenn 

(j.-i)^<i, 

und in diesem Falle ist (> = (p — 1) -, sonst ist e^l- 
Aus (30.) folgt 

WO ^1 und ^2 für y^""*^ = rj nicht identisch verschwinden. Also 

§^-5 = ?..((!(<-'-#)[(»'-"-.;y{2+(»'-'-^)-*,((»'-"-))')) 

+(»-"-,)'*--'*.((»'-'-.ö')(^-"-g)]. 

Ist nun -^1, so erhält man aus (31.) nach Abtrennung des Factors 
(y(«-i)— ly)? einen Ausdruck, der fWv y^"'^^ = rj nicht verschwindet, da nach 
unseren Voraussetzungen ^ und 5ß„ für y^"~^^ = rj von Null verschieden sind. 

Ist aber--<;l, dann ist (j;^''"^^— ?;) " die höchste gemeinsame Potenz 

von y^""^^— ?? auf der rechten Seite von (31.) und nach Abtrennung dieser 
Potenz bleibt ein Ausdruck, der, da Jß,, und % für j^^""^^ = rj von Null ver- 
schieden sind, y^""^^— 1? nicht mehr als Factor enthält, aber doch fUr y^*~^^ = tj 

verschwindet, weil dann — , — = -y wird. 
' ax dx 

Ist daher in den Entwickelungen aller Wurzeln C nach Potenzen 

von y^""*^— ^ von der Form (30.) der Exponent der niedrigsten Potenz -^1 

and bezeichnet man die zugehörigen Exponenten mit p,, p27-**7(^m) so ergiebt 
der Ausdruck 

(82.) :g(aeU^-1&-vT"(-'W(».».»'-.,»'-) 
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durch (y(«-*>-.7^)^»^"^+ -ew dividirt, einen Quotienten, der für y^"~'> = 17 nicht ver- 
schwindet. Diese Potenz von y^""*^— ^ kann aber nur ^ als Factor enthalten, da 
nach unserer Voraussetzung die Coefficienten von / ohne gemeinsamen Theiler 
sind; also wird M=0, aber nicht f=0 durch j^^"-'^ = ?y befriedigt, oder 
^^"""^^=17 ist in diesem Falle kein Integral der Differentialgleichung. Ist 
hingegen fUr eine Gruppe der Wurzel C„ in der Entwickelung von der 

Form (30.) der Exponent der niedrigsten Potenz von y— 7; -<1» dann 
bleibt nach Abtrennung der höchsten Potenz von y^"~^^— ^ auf der rechten 
Seite von (32.) noch der Ausdruck AfY(aj, j^,y ',.-•? !^^"^) übrig, der nach dem 
Obigen fUr j(^"~^^ = ?j verschwindet, während M' nicht mehr j(^*"*^— ^ als 
Factor enthält, also muss /"(x, y^ y\ ....y^^O = werden für y^""^^ = ?;, oder 
y(»-i) ^ ^ jgj. j,j diesem Falle ein Integral der Differentialgleichung. 

Im vorigen Abschnitt haben wir, von der Differentialgleichung 
ausgehend, festgestellt, dass wenn (p(x^ y^ y\ . . ., j^^"~^^) = C ein erstes 
Integral ist, in der Entwickelung von C nach Potenzen von j^^""**— ^ der 
Exponent der niedrigsten Potenz von j^— 1/ nur dann kleiner als 1 ist, 
wenn y^*"^^ = rj eine Wurzel der Discriminantengleichung in Bezug auf y'(J = 0) 
und zugleich ein singuläres Integral der Differentialgleichung ist Daraua 
erkennt man, dass die Discriminantengleichungen ^4 = und Z> = die singu- 
lären Lösungen j(^**"^^ = ?y zu gemeinsamen Wurzeln haben müssen. Während 
übrigens von den Coefficienten der Differentialgleichung eine Bedingung 
erfüllt werden muss, damit eine Wurzel der Discriminantengleichung 
^ = ein Integral darstellt, nämlich dass t == ^ ist, haben umgekehrt die 
Coefficienten des ersten Integrals F(a:,y, y',.--»»^'*"^^^') = wenigstens eine 
Bedingung zu erfüllen, damit eine Wurzel der Discriminantengleichung in 
Bezug auf C(Z) = 0) kein Integral der Differentialgleichung ist. Es musfr 

nämlich für diese Wurzel y^**""*^ = ^ ausser ^-^ zugleich ^-(n-:v) = ^ ^®'^- I^^"^ 
ist ^ ^^_^^ für y^""^^ = ?? von Null verschieden, dann lässt sich y^""*^— >? in 

eine Reihe nach ganzen p^ositiven Potenzen von C— S (wo ^ ein ?y ent- 
sprechender Werth von C ist) entwickeln, in der der Exponent der niedrigste» 

Potenz, da ^, = 0, grösser als 1 ist; die Umkehrung ergiebt dann eine 

Reihenentwickelung von C—t, nach Potenzen von j^^"""*^— ^, in denen der 
Exponent der niedrigsten Potenz kleiner als 1 ist, in welchem Falle, wie 
bewiesen, j(^"-*^ = i? ein Integral der Differentialgleichung ist. 
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Geht man von der vollständigen Lösung der Differentialgleichung 
mit n willkürlichen Constanten aus 

80 erhält man die n ersten Integrale, indem man jen— 1 der Constanten 
aus den Gleichungen 

(38.) „ = 0, S = 0, g = gi. = 

eliminirt, wo bei den totalen Differentiationen y als Function von x zu be- 
trachten ist. Dieselben seien 

(34.) F,{x, y, y\...,y''"''\ C,) = (*=i,2...«); 

dann giebt es Factoren M^^ ^t? •••? ^n-i von der Beschaffenheit, dass identisch 

Differentiirt man diese Gleichung nach C,, Cj, ..., C^ und berttcksichtigt (33.), 
so erhält maA 



*:lö+*'w+**-w+-+*--w=»' 



wenn i-^k, und 



gdjf, ^d> ^rf-v» 



Hieraus folgt, dass wenn gleichzeitig mit dem Bestehen der Gleichungen (33.) 
die Determinante 

—,01/; dx dx^ rfx""' 

-dC^dC^dC, dÖT 

^ ET 

verschwindet, die Gleichungen F^ = und ^7r=0^ Air ä=1, 2, ...,» eine 

unmittelbare Folge sind. Die Elimination von C^ aus F^ = 0, ^-^ = ergab 

aber für jedes der k nach dem Vorhergehenden eine Gleichung, welche die 
singulären Lösungen der Differentialgleichung enthält. Also erhält man 
aus der vollständigen Lösung yj(x^ y, C,, C^, ..., CJ = die singulären Lösungen 



V 
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dnrch Elimination sämmtlicher Constanten aas den n+1 Gleichungen 

Beispiele: 

1. 
(1.) a:Y'^+2.v"(j,-ary')+4=0. 

Hier ist ^ = (y— a;y')'~4ra;'; ^ = giebt nacb j^' aufgelöst 

,' = , = |±2. 

Nehmen wir das positive Vorzeichen, da für das negative alles Folgende 
gleichfalls gilt, also ?? = - + 2, dann wird a = ^ + J ly = - und für j^' = »? 

x^j,"^-4a:j^"+4 = 0, also y" = ^ = |. 
Da hier C = ö für j^' = i?, so ist j^' = - + 2 ein erstes Integral. Um zu 

CD 

erkennen, ob es ein singnläres ist, entwickeln wir y" nach Potenzen von 
y'_j7 = y'-(y+2). Man erhält 



(2.) 



^ X X X 



-l[^(:!i'-rd'Hy'-nf+^'^-l,{y-nf+--\ 



In dieser Entwickelung ist A=l,« = 2, also *<<«, folglich nach 
S. 276 des ersten Abschnitts y' = ^ + 2 ein singnläres erstes Integral. Setzt 

2 m' dl* 

man y' = ^^-w^ also j(" = -H [-2fi .- , so ergiebt sich aus (2.) 

X X ax 

(3.) _ 2:7-= - -^ oder ^7-= -7=^-=- 

^ "^ *• dx X du ]/4-(-m'' 

Die Integration dieser Gleichung unter der Bedingung, dass ti = fUr x = a:,„ 
wo a?o von Null verschieden angenommen ist, giebt 

37» 
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also durch Umkehrang 

also der Exponent der niedrigsten Potenz von a;— a^i grösser als 1, entsprechend 
dem Eriterinm für das singulare Integral im ersten Abschnitt (S. 275). 

Die Gleichung (1.) lässt sich in endlicher Form integriren. Das 
vollständige Integral von (3.) ist 

u = (y'-vY = (cx)^- (^ . also 

oder 

(4.) y'=f+^^+el 

als erstes vollständiges Integral. Nach Potenzen von c geordnet, lautet 
dasselbe 

d'x'+c(y-xy') + l = 0. 

Entwickelt man c nach Potenzen von j^'— iy = j^'— (-+2), so ergiebt sich 

"" x'^ 2x ^ 2x '" X '^ 2x '^ 8x '^'"' 

also ist der Exponent der niedrigsten Potenz von y—t] in der Entwickelung 
von c kleiner als 1, wie es nach dem Satze im zweiten Abschnitt (S. 282) 
beim singulären Integrale stets der Fall ist. Specialisirt man die Constante c 

so, dass für rr = o:,,, y' = ^ wird, indem man c = — setzt, so wird 

woraus wie oben folgt: 

Bildet man von dem ersten vollständigen Integrale die Discriminante, indem 
man aus den Gleichungen ^ 

c'x' + c(y'-'xy')+l =0, 2cx'-{^y-xy' =^ 
c eliminirt, so erhält mau 

D=^(y-xyy-4:x' = 0. 
Hier fällt D mit .^ zusammen. 



\ 
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Endlich kann man die Differentialgleichung erster Ordnung (4.) 
wiederum in endlicher Form integriren und erhält als vollständige endliche 
Integralgleichung mit zwei willkürlichen Constanten 

(5.) y = cx'^+CiX 

Schreibt man 

V^ = y — ca?^— CiorH — und y = ;jr^ = j^'— 2caj— c^, 
c aos 

80 erhält man die singulären Lösungen auch, indem man c und c, aus dep 
drei Gleichungen 

^ ^ ^ de dc^ 9c, de c* 

eliminirt. Die letzte Gleichung giebt c = ±-, die zweite dannc, =y' + 2, 

sc 

und diese beiden Werthe in die erste eingesetzt y = ±a;+(y' + 2)a? + a? 
= (y' + 2)a?, also y— xy' = +2a;, welche beide Gleichungen vereinigt wieder 
(y— a;yy— 4a;^ = ergeben. 

Bemerken wir noch, dass die singulare Lösung y =^^ + 2 zum Integral 

y = 2a:loga?+caj hat, welche Gleichung also die Schar der singulären 
Integralcurven darstellt. Bestimmt man c durch die Bedingung, dass für 
^ = ^0) y = !^<i wird, so lautet die Gleichung 

(6.) y = |^x+2xlog^, 

und es wird für a: = a?„, y' = ^ + 2. Bestimmt man nun die beiden Oonstanten 

c und Ci der vollständigen Lösung so, dass für a; = Xo, j^ = yo und j^' = ^ + 2 

a?p 

wird, so lautet dieselbe 

(7.) y^~ + ^:^x^x,, 



und man findet, dass die zweite Ableitung von ar, y in (6.) und (7.) für a; = (Tj, 

2 
denselben Werth «/" = — hat. 

Jede particuläre Integralcurve, die eine der singulären Curven in 
einem Punkte in der ersten Ordnung berührt, berührt sie in demselben 
Punkte auch in der zweiten Ordnung. Die hier vorkommenden Ent- 
wickelungen verlieren ihre Gültigkeit nur in dem Falle, dass aro = ist. 
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Also hat in uuserem Beispiel die Differentialgleichung nur die feste Aus- 
nahmestelle o; == 0. 

Bemerken wir noch, dass während die vollständige Lösung algebraisch . 
ist, die singulare Lösung einen Logarithmus enthält, also transcendent ist. 
Es rührt das daher, dass zwar die Differentialgleichung erster Ordnung, welche 
die singulare Lösung darstellt, als durch algebraische Operationen aus der 
Differentialgleichung zweiter Ordnung abgeleitet, stets algebraisch ist, doch 
die Integration derselben eine Transcendente einfuhren kann, die in der 
vollständigen Lösung nicht enthalten ist. So war das erste vollständige Integral 

y' = -+ca:H — ; integrirt man diese Gleichung, c als constant behandelnd, 

so erhält man das rationale Integral (5.). Um aber die singulare Lösung 
zu erhalten, muss man für c die im allgemeinen von x^ y, y' abhängende 
Function nehmen, die aus der Nullsetzung der Ableitung nach c entspringt, 
hier c = |/.t^, und so kann allerdings durch die Integration der die singulare 
Lösung repräsentirenden Differentialgleichung eine Transcendente auftreten, 
die der vollständigen Lösung fremd ist. 

2. 

(8.) y"\xy'-y + l)-Ay'' + 4. = 0. 

Hier ist J = 4(ajy'-y), z/ = U liefert y'^rj^^^ a = |^+|?iy = Ound für 
»' = ^)!^''^— 4j^"+4 = 0, al8oy" = L = 2. Da ^ von a verschieden ist, so 
ist y' =- kein erstes Integral der Gleichung (8.). Die Entwickelung von 
y" nach Potenzen von j^'— 17 lautet 



= 2i|/a:(j,'-i?)*--2x(j^'-iy)*-2ia:V-^)*+---. 
man y' = ^+M^ 
ergiebt sich 



Setzt mmy' = Ti+u\ also v" =f^ + ^^(/y + iiO+2ii^- =- + 2«^, so 



2tt^|=2 + 2tV'.r.«i-(2a:+^)«^+«t|3+..., 
woraus durch Integration mit der Bestimmung, dass für x = a:,,, « = 0: 
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Durch Umkehrang wird 

also ist der Fixponent der niedrigsten Potenz von x—Xo gleich 1, in üeber- 
einstimmung mit dem Satze im ersten Abschnitt, wonach er, falls y* = fi 
kein erstes Integral ist, nicht grösser als 1 sein darf. Das vollständige 
erste Integral von (8.) lässt sich in endlicher Form finden, indem man 
y—xy' = 9 setzt. Man erhält 

«'(1 + 1^«) = -.2(r 
also 

woraus man das erste Integral in der Form 

(9.) F= dCy-xy' + x' + CTt'^^Cy^xyy = 

erhält. Da C durch Einsetzen von t/' = - keinen constanten Werth erhält, 

X 

erkennt man, dass y' = - kein particuläres erstes Integral ist. Die Dis- 
criminante von (9.) in Beziehung auf C ist Z) = (y—xy'f; D = 0, giebt also, 
wie J = 0^ als einzige Wurzel y =-- Dass diese auch kein singuläres 

sc 

Integral ist, ersieht man aus der Entwickelung von C nach Potenzen von 



(10.) C+x' = x(i,'-f)+|(-x)'(i,'-f)', 



worin der Exponent der niedrigsten Potenz nicht kleiner als 1 ist (vergl. 
den Satz S. 281 im zweiten Abschnitt). 

Aus (9.) und (10.) folgt 

lc^i=V2x(:y-xy')\-2+9"-9"{y-xy')^), 

und indem man die den beiden Wurzelwerthen entsprechenden Werthe von 
C mit Ci und C2 bezeichnet, 
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Die Differentialgleichiing, wie sie aus (9.) |dnrch totale Differentiation nach x 
in der Form 



dF 

dx 



c=c, 



dF 

dx 



c=c. 



dF 



dd 



c=c, 



'AM-^i'-s.2m 



gewonnen wird, enthält also als gemeinsamen Factor den Coefficienten 
x^iy—xyy^ nach dessen Abtrennung die Differentialgleichung (8.) entsteht, 

die nicht mehr durch jf' = - befriedigt wird. Specialisirt man C so, dass 
für X = a:^,, y = y,,, y' = — wird, indem man C = — a??, setzt, so erhält man, 
wenn man noch wie oben, y' = ?^+fi^ einführt, aus (10.) 

SD 

1 '1 *2 I ^ • a 1 

x.—xti = xu'+^tx fr, 

^0+^ — ^0 



o— 9 



hieraus folgt die Entwickelung 






woraus dann weiter, wie oben 

abgeleitet wird. 

3. 

xY'-H^Y-^^y+2y)\xy'^y) = o. 

Nach y" aufgelöst, giebt diese Gleichung die vier Wurzeln 

Mehrere dieser Wurzeln werden gleich, wenn 

1. ,■=,-!. 2.,' = ,_|+^, 

y' = I genügt der Differentialgleichung, da a = ^'^ + ^^ ij = und j^" = ^ = 
wird, ist also ein erstes Integral der Differentialgleichung. Die Entwicke- 
lungen von y" nach Potenzen von y'—rj = y'—- lauten nach den beiden 
Auflösungen: 
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In der ersten Entwickelung ist Ar=l, a = l, al80&>a — 1, woraus 

folgt (S. 276 des ersten Abschnittes), dass y'=- ein particuläres erstes 

Integral ist. Dies wird bestätigt, wenn man y'—rj nach Potenzen von x—Xi^ 
(a?ü von Null verschieden) entwickelt. Setzt man nämlich y' = ?;4-fi^, so 

erhält many"= +2u-i^. also 

.woraus « = j^' — ^ = folgt. 

In der zweiten Entwickelung ist & = 1, a = 2, also &<«, folglich ist 

(nach S. 276) y' = ^ zugleich ein singuläres erstes Integral. 

Diese Resultate erhält man auch aus dem ersten Integrale mit willkür- 
licher Constante 

^y'-y = c\x^cy. 

Denn zunächst geht y' = - aus ihm hervor, wenn man C = setzt, also ist 

•17 

y' = ~ ein particuläres erstes Integral. Ferner ist das vollständige Integral 
der Differentialgleichung mit zwei willkürlichen Constanten: 

y = C'x^^2C'x\0gX''C+C,X. 

Das Integral von y' = - ist. 

y = ax. 
Die Gerade ans der Schar, die durch den Punkt o^o) 9u g^H hat die 
Gleichung y = -^ a?, woraus y' = ^^ • 

Setzt man nun C = a?,„ Ci = ^"^ 4-2aj?,loga:or also 

y = ar;^(x'-ar;5)-2«x?,log J + "!», 
Journal for Mathematik Bd. CXXI. Heft 4. 38 
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SO Stellt diese Gleichung aus der zweifach unendlichen Schar der Integral- 
curven, wie aus 

hervorgeht, diejenige Curve dar, welche die Curve y = - - im Punkte a: = Xu 
y = y,, berührt. Die zweite Ableitung 

zeigt dann, dass die beiden Curven in {Xi^^ y^) eine Berührung »weiter Ordnung 
haben, da in beiden j^" = für o? = a?,j, y = y^y. Dies ist aber dafür charak- 
teristisch, dass y ^ ax zugleich eine Schar singulärer Integralcurven der 
betrachteten Differentialgleichung darstellt. 

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich übrigens 

y''V-y-l-2xXx-x,;)-'''^-^'^P^ 



also der Exponent der niedrigsten Potenz von x—Xo grösser als l, was für 
das singulare erste Integral charakteristisch ist. Die Gleichung 

genügt ebenfalls der Differentialgleichung, wie man erkennt, wenn man 

dvj uT) sc 

a = g-^ + g-^ ij = ^ für y" in die Differentialgleichung substituirt, und zwar 
den beiden Auflösungen 

Da xy—y = a?(y' — ^)+^/x— j( = ^{y —'n)+Y(S' ^^ erhält man 
also für ein von Null verschiedenes x 

,"=(-:+?ö!:p*+„,(,._,y-+...)(,±,rT(»irv)_44(,'-,/+...) 

= (|"+«--^^+«.(,'-,)'+-)(l±'~?(!.'-.)*±A(!.'-.)'±-) 

X 
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aus welcher Entwickelang, da & = 1, a = 2, also *<«, hervorgeht, dass 
y' = - + ^ ein singuläres erstes Integral ist. Dasselbe von neuem inte- 
grirt giebt 

ff = 48+«^- 

Die Curve aus der Schar, die durch den Punkt aro,jf„ geht, hat die 
Gleichung 

^ 48 ^"^W, 48 ^'^ 
woraus 

y 12^ ar, 48 
Setzt man nun im allgemeinen Integrale 



so wird 



r — ^^ r — ^^ ~ 4- —9. ino-'T 






Für a: = Xü wird demnach in beiden Ourven y = ^o, ff' = ^ + ^5 ^ ^^^ 

C| sind also so bestimmt worden, dass die entsprechende particuläre Integral- 
curve und die singulare Curve sich in a?,, in der ersten Ordnung berühren. 
Die Betrachtung der zweiten Ableitungen zeigt nun, dass diese Curven in 
demselben Punkte sich in der zweiten Ordnung berühren. Denn für die 
singulare Curve ist 

y" = j, für die particuläre ff " = y ~ |J ' 

Für X = a?„ erhält y'^ den gemeinsamen Werth ^• 
Es ergiebt sich ferner 

ff-^ = ff-^— Iö = ^(^-^o)-j^ — ~— =-^ V 

= — -^ (a? - iTo)^ + a(a? — 0?«)*+ — , 
also der Exponent der niedrigsten Potenz von a:— a^o grösser als 1, woraus 
von neuem die Singularität des ersten Integrals ff ' = - + ^ dargethan ist 

38» 
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Ein bemerkenswerther Zusammenhang zwischen der 

Statik biegsamer unausdehnbarer Flächen und der 

Lehre von der Bewegung eines Körpers in einer 

Flüssigkeit. 

(Von Herrn Friiz Kotier in Berlin.) 

In meiner Dissertation „Ueber das Gleichgewicht biegsamer un- 
ausdehnbarer Flächen" habe ich die Differentialgleichungen für die kegel- 
förmige Gleichgewichtsfigur entwickelt, welche sich ergiebt, wenn eine aus 
einem biegsamen, unausdehnbaren Material gefertigte Sectorfläche so im 
Räume befestigt wird, dass die beiden geradlinigen Theile der Begrenzung 
auch geradlinig ausgespannt werden. Schon damals habe ich die fraglichen 
Gleichungen fllr die beiden einfachsten Fälle des Kreissectors und des 
Dreiecks vermittels elliptischer Functionen integrirt, später gelang es mir, 
die Lösung für den allgemeineren, die beiden genannten umfassenden Fall 
des aus der Mitte genommenen Kegelschnittsectors durch hyperelliptische 
Functionen darzustellen. Eine gewisse Aehnlichkeit der Formeln, durch 
welche man zu der Lösung gelangt, mit denjenigen Formeln, welche die 
allgemeine Lösung des Problems der Bewegung eines Körpers in einer 
Flüssigkeit in dem von Clebsch entdeckten Falle darstellen, führte mich auf 
die Vermuthung, dass zwischen beiden Problemen ein näherer Zusammen- 
hang bestehen müsse. Diesen wirklich bestehenden Zusammenhang in Kürze 
darzulegen, ist der Zweck der nachstehenden Notiz. 

Es sei gegeben ein aus einem biegsamen unausdehnbaren Material ge- 
fertigtes ebenes Flächenstück, welches begrenzt wird von zwei geraden Linien 
Oä und OB und einer dritten Linie, über welche vorläufig keine besondere 
Annahme gemacht werden soll. Dieses Gebilde soll nun so im Räume auf- 
gehängt werden, dass OÄ und OB in zwei geraden Linien S2Ä und £IB 
ausgespannt werden. Damit dies überhaupt möglich ist, darf der Winkel 



r 
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AHB nicht grösser als der Winkel AOB sein. Sind beide Winkel gleich, so 
bleibt das Gebilde natürlich eben; ist der Winkel AQ.B kleiner als der Winkel 
AOB^ so nimmt das Gebilde eine kegelförmige Gestalt an, bei welcher einer 
jeden von nach der Begrenzung laufenden geraden Linie OP in der ur- 
sprünglichen Figur eine erzeugende Gerade £2n der Kegelfläche entspricht. 
Es sei nun y der Winkel, welchen OP mit einer festen Richtung der Ebene 
AOB einschliesst, p die Länge der Strecke OP = 12/7, welche natürlich eine 
von der Art der Begrenzung abhängende Function des Winkels (p ist. Die 
Gestalt der Fläche ist bestimmt, wenn wir den Cosinus yj desjenigen Winkels, 
welchen i277 mit der Verticalen einschliesst, und ausserdem denjenigen 
Winkel & kennen, welchen die Projection von i2/7 auf eine horizontale 
Ebene mit einer festen Richtung dieser Ebene einschliesst. Die Abhängig- 
keit dieser Grössen von y wird durch die Differentialgleichungen 



^ -^ ^(l^xp^^ip^y A' d(f i-t//' 

vermittelt. Die Constante A, die beiden Constanten, welche die Integration 
der links stehenden Differentialgleichung mit sich bringt, und die additive 
Constante in & sind dadurch bestimmt, dass für die beiden Grenzwerthe von 
y, welche den beiden begrenzenden Geraden OA und OB entsprechen, die 
zugehörigen Werthe von \p und & durch die Lage der beiden Geraden £1A 
und £IB bestimmt sind. 

Jetzt soll die ebene Figur AOB auf der kegelförmigen Gleichgewichts- 
figur ohne Aenderung der Gestalt gleitungslos so rollen, dass in jedem 
Augenblick ein Radius OP des Sectors mit der dazu gehörigen Erzeugenden 
Hn des Kegels zusammenfällt Geometrisch ist durch diese Beschreibung 
der Bewegungsvorgang genau bestimmt, und es fehlt zu einer vollständigen 
Definition nur noch eine Angabe über den zeitlichen Verlauf der Bewegung. 
Wir bestimmen denselben durch die Gleichung 



(2.) rf« = i(>^(l-v^Orf^ = Jp'|/1-V^'-V^'M(/). 



Die Grösse l^l— V'^ ist die Projection der Berührungsstrecke p auf die hori- 
zontale Ebene und d& der Winkel, um welchen sich diese Projection im Zeit- 
element dt dreht. Es ist also ^pXl""V^)^^ ^^^ Flächenraum, welchen die 
Projection der momentanen Berührungsstrecke des Kegels und der auf ihm 
rollenden Ebene im Zeitelemente dt durchläuft; die obige Festsetzung besagt 
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demnach, dass in gleichen Zeiten gleiche Flächenräume durchstrichen werden 
sollen, und zwar in der Zeiteinheit die Fläche ^A. 

Die gerade Linie, in welcher sich der Kegel und die auf ihm rollende 
Ebene zur Zeit berühren, ist zugleich momentane Drehaxe der letzteren, 
sodass es zur völligen Beschreibung des Bewegungszustandes nur noch der 
Angabe der Drehungsgeschwindigkeit bedarf. Wir denken uns in der Ebene 
AOB senkrecht zu OP nach der Seite der wachsenden cp eine gerade Linie 
OT gezogen und es möge v = f((p) der Cosinus des Winkels sein, welchen 
r in dem Moment mit der Verticalen bildet, wo OP Bertihrungsgerade ist 
Eine gerade Linie OK^ welche in der Ebene AOB liegt und mit den beiden 
Linien OP und OT die Winkel a und ^n^a einschliesst, bildet dann in 
dem hier fraglichen Zeitpunkt mit der Verticalen den Richtungscosinus 

i//cos«-}-tJsina, 

welcher, während a um da wächst, die Aenderung 

(— V/sina+<?cosa)rfa 

erfährt, oder, wenn a zunächst gleich Null ist, vda. Andererseits ist der 
Lagenunterschied der Geraden OK^ welche einem unendlich kleinen Winkel 
da entspricht, und der Tangente 12/7', welche zu dem Winkel cp+da gehört 
unendlich klein von höherer Ordnung, sodass v=^ip' sein muss. In dem Moment, 
wo OP Tangente ist, bildet die Normale ON der Ebene AOB mit der Verti- 
calen den Richtungscosinus 

W^Urde nun OP während einer gewissen Zeit r fest mit i2/7 zusammen- 
fallen, und während dieser Zeit auch die Winkelgeschwindigkeit cw, mit 
welcher sich zur Zeit / die Ebene um OP dreht, unverändert bleiben, so würde 
die neue Lage von OT mit der ursprünglichen Lage der geraden Linien OP, 
OT und OiV zur Zeit l+r die Winkel \n^ wr und ^n—cor einschliessen und 
der Richtungscosinus zur Verticalen wäre 

i//'c08(tür) + Vl— v/^—i/;'^ cos (^)— cor). 
Das Differential dieser Grösse 

für T = und di = dt, d. h. der Ausdruck 



wyi'-ip'-tp"dt, 



f 
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ist die Aenderung, welche der Richtungscosinus der geraden Linie OT zur 
Verticalen im Zeitelement dt erfährt, während die Scheibe AOB auf dem 
Kegel rollt, weil ja zur Zeit t beide Bewegungen Übereinstimmen. Einen 
zweiten Ausdruck für die fragliche Grösse erhalten wir, indem wir die Frage 
beantworten, welchen Richtungscosinus hat OT erhalten, während die zu 
dem Winkel (p + d(p gehörende Gerade OP' Berührungsgerade geworden ist. 
Fragen wir gleich allgemeiner: Welchen Richtungscosinus hat die Gerade 
OT, wenn die zum Winkel (p+a gehörende Gerade OP" Drehungsaxe ist. 
Bei der Bestimmung der Richtungscosinus von OP", OT' ist dann für (p der 
Werth (p+a zu. setzen, sodass dieselben gleich 

werden. In ihrer Ebene liegt OT und bildet mit OP" den Winkel ^n — a 
und mit OT* den Winkel a, sodass der Richtungscosinus zur Verticalen gleich 

?//(^ + a)cos(^^) — a)4-i/;'((/) + a)cosa 

i?ird. Aus dem Differential dieser Grösse 

\Vj(SP + o)+\p"{(p + o)\{*o9>odo 

erhalten wir nun den zweiten Ausdruck der gesuchten Aenderung, indem wir 
<j = und do = dcp setzen. Demnach haben wir zur Bestimmung der 
IDrehungsgeschwindigkeit die Gleichung 



(3\) w Jl - tfi'- xp" dt = (ip+ip") d(p. 

Aus dieser allgemein gültigen Formel erhalten wir vermittelst der 
<jleichung (2.) für die Winkelgeschwindigkeit w den Werth 

(^'•) io ^ A ^-;p:L-^.,j^. , 

"welcher unter Benutzung von (1.) übergeht in 



(3^) w = (>]/i-(^/^-^^ 

Wir betrachten nun die Bewegung, welche ein mit der Ebene AOB 
:fe8t verbundenes Axenkreuz beschreibt, während jene Ebene auf dem Gleich- 
^ewichtskegel rollt. Dieses Axenkreuz besteht aus den beiden in der Ebene 
^OB gelegenen Linien OX und OY, welche durch die Gleichungen y = 

und y = ^ bestimmt sind, sowie aus der zu AOB senkrecht stehenden 

<7eraden OZ. Dann bildet mit den Richtungen 

OP, OT, ON 
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OX die Winkel ip, i^ + V^> i^ ^nd 

sodass die drei Richtungscosinus der drei Axen zur Verticalen werden 
yj = t^cos(p--i//'siny, Yi = i//siny+ i/Zcos^?, y^ = yi—y/^—tp'^. 
Die Componenten der Winkelgeschwindigkeit nach den drei Axen werden 



p = pl^l— V^'^— v^'^cosy, 9 = p|/l— v^^— v^'^siny, r = 0, 
und es gelten die Gleichungen 

Wir wollen nun noch die Ableitungen der Geschwindigkeitscompo- 
nenten p und q bilden. Es ist 

In dem besonderen Falle, dass die begrenzende Linie des Sectors ein 
Kegelschnitt mit dem Mittelpunkt ist, können wir, indem wir OX und 
OY mit den beiden Hauptaxen des Kegelschnittes zusammenfallen lassen, 
schreiben 

1 ,/ ~ ~ > — r .~~ . ~ q' (^ — ^) cos Gp sin w 



Es wird also 



^+ - = - . - — =r^ : g *y = (•;fcosr/) — Asni7>)pe *'^. 

(^ ] xcos'y -fAsinV 



dCP + t'^) 



^^P^ = .4p|f;^cosy~Asiny|-p'>'Vl-V''-v^''e'^. 

Zerfällen wir diese Gleichung in ihren reellen und imaginären Bestandtbeil, 
so erhalten wir 

Nun können wir schreiben: 

^_ 1 (x— A)sin'y _ 1 (x — A)cos*g) 

p* "" X x(xcos*9 -f- Xsin'y) ~" l Ä(xcosVf + Asin'y)' 
und erhalten mit Hülfe dieser Gleichung 
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Im ganzen ergiebt sich also 



(6.) 
Indem wir nun 






j/i_y,»_^ 



und 



7i = xt, y2 = Xi, ^3 = 3:3, yp = yx 



. X?. U> , iQ' 



y.flr = 



^ = »2 



setzen, nehmen die Gleichungen (4), (5*.), (5^), (6.) folgende Form an: 
dxj V, dx, V. dx. 



dt 



k ^^' dt 



dt- A ^' 






d< 



- Y «, y a;,, 



^2^Jt "^j" ' 



*r ».+-.-.. -I = !'».-«?». 



oder, wenn wir noch schreiben 



(7.) 



(8.) 



2F 



.V? 






I J *3) 



dx, _ dF _ ÖF 



dx, 






dF 



dF 



dF 



dF 



= y^^..--y^dy,-^'''dx,~'''dx,^ 



dF 



dF 



dt -""'dy: ''^dy,^ 



äy, 

dt 



dF 



dF 



dF 



, dF 



dx. 



dF 



dF 



dt-'^^dy, ^^ay,' 



dy,_ dF dF . dF dF 

"//» y^ ^'7. .... „ 



y^öi^+^^öx," ^^öi;- 



dt ~^' dy. 

Dieses sind aber Gleichungen von derselben Form, wie sie für die 
Bewegung eines Körpers in einer Flüssigkeit gelten; an die Stelle des Aus- 
drucks fiir die lebendige Kraft T bei dem hydrodynamischen Problem ist hier 
die Function F getreten. T sowohl wie F sind ganze homogene Functionen 
zweiten Grades, und der einzige Unterschied beider besteht darin, dass T 
eine wesentlich positive quadratische Form ist, welche nur verschwindet, 
wenn die sechs Argumente sämmtlich den Werth Null annehmen, während 
F nur die drei Argumente x^.y^^yi enthält. Die schon an und für sich 
recht nahe Verwandtschaft beider Probleme tritt noch mehr hervor, wenn 
wir einen besonderen Fall des hydrodynamischen Problems betrachten. 

Wir setzen in die Gleichung (8.) an Stelle von F die Function 

(9.) % = u|'(.;(''-<'.K^-2ff-X)+,,,v-c:)', 

in welcher yl,Ci, 0^,03 feste Grössen sind und «' irgend einen von der Zeit 
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unabhängigen Werth bezeichnen soll. Man überzeugt sich durch blosse 
Ausrechnung, dass in diesem Falle der mit dem beliebigen Werthe s ge* 
bildete Ausdruck 



(10.) F(,) = f (^^ V(»-O(po.)(, - ,)^^^ ^- ^^y 

ein Integral der Differentialgleichungen ist, und also gleich einer Function 
der Grösse s mit constanten Coefficienten von der Form 



(11.) f{8) = ^äH2ä«+C+2Di/(«-cO(«-c,)(«-C3) 

sein muss. Fügt man nun dem Ausdruck % aus Gleichung (9.) noch einen 
Ausdruck von der Form 

S3(ir?+a?2+a?3)+6(ariyi+a?2y2 + ^3y3) 
hinzu, so werden nach Clebsch die Differentialgleichungen nicht beeinflusst 
und es bleibt also (10.) ein Integral derselben. Setzen wir nun A(ß—c^ = 6, 
und 

(10\) A\s'^c,)(s'^c,){8'-c,) = /, 

80 reducirt sich der Ausdruck 



2+iii(xJ+a::i+a;3)-2ylj/(«'-~c,) («'-&,)(*' --C3)(.T,yi + a:2y2 + a:3y3) 
auf 

bxy\-rb.iyl^-b^yl+x\[---\-m)^x',{j- + f^ 

t/, u^ u^ 

Das ist aber die Form, welche die lebendige Kraft in dem von Clebsch 
entdeckten integrablen Falle hat. 

In meiner Abhandlung „Ueber die Bewegung eines Körpers in einer 
Flüssigkeit" habe ich gezeigt, wie sich die Lösung dieses Problems durch 
Thetafunctionen zweier Argumente gestaltet, deren Argumente lineare 
Functionen der Zeit sind. Die Darstellung der Bewegung durch Theta- 
functionen zweier Argumente ist lediglich eine Folge der in vier Integral- 
gleichungen zerfallenden Identität bezüglich s 

da nun in F(s) die Grösse s nicht vorkommt, so ist diese Darstellung dieselbe 
fUr alle diejenigen Probleme, bei denen sich die Functionen X nur durch 
den Werth von s' unterscheiden; es kommt nur auf die Werthe Ci, Cj, c^ an. 
Setzen wir aber in (9.) und (10.) statt «,«', c,, Cj, Cj, er«, y« die Grössen 

S=X8+a, S' = X8'+a, C,=^kc,+a, >"« = -^y-, ^«^y, 
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80 bleiben die Ausdrücke für f und F(s) ungeändert. Man erkennt also, 
dass die Darstellung der Bewegung äquivalent ist in allen denjenigen Fällen, 
wo der Ausdruck 

denselben Werth Ar hat. Es muss jedoch bemerkt werden, dass die Ooeffi- 
cienten der. ganzen linearen Functionen der Zeit, welche die beiden Argu- 
mente der Thetafunctionen bilden, nicht unabhängig von s sind. 

Richten wir es so ein, dass A und die sämmtlichen Differenzen «'— c^ 
in dem unter (9.) angegebenen Ausdruck dasselbe Zeichen haben, so gelangen 
wir, wie schon ausgeführt, zu dem von Clebsch entdeckten integrablen 
Falle der Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit. Aus (10*.) 

folgt für den Modul * sofort der Werth /~~ • Setzen wir aber $ = c^ und 

^1 — ^ 

1 



so erhalten wir 



^ 






und das ist, wenn Cj— C3 = ;« undci — C3 = i gesetzt wird, identisch mit der 
Function, welche in den Differentialgleichungen für das Rollen der Ebene 
auf der Gleichgewichtsfigur auftritt. 

So gelangen wir zu folgendem Ergebnisse unserer Betrachtungen: 

Die Bewegung eines festen Körpers in einer Flüssigkeit lässt sich 
für den Fall 

2r ==: 6,yH'^2»2 + Ä3y3' + (. +w)a:l+(y- +w)x.^ + ( +m)aT^ 

durch Thetafunctionen zweier Argumente ausdrücken. Die Darstellung der 
drehenden Bewegung ist äquivalent mit der Darstellung des Rollens einer 
Ebene auf der kegelförmigen Gleichgewichtsfigur eines homogenen, aus 
einem biegsamen, unausdehnbarem Material gefertigten Flächenstückes, 
welches sich auf einem Kegelschnittsector abwickeln lässt, vorausgesetzt, 
dass der Scheitel des Sectors im Mittelpunkt des Kegelschnitts liegt und 
dass die in der Polargleichung 

1 •> , - • 2 
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anftretenden Constanten x nnd l in dem Verhältniss 

stehen. 

Lässt man den Kegelschnittsector auf der Gleichgewichtsfigur rollen, 
so entsprechen den drei Hauptaxen des Körpers die beiden Axen des Kegel- 
schnitts und die Normale. Beim hydrodynamischen Problem sind die beiden 
Argumente der Thetafunctionen ganze lineare Functionen der Zeit. Das 
gilt auch von der rollenden Bewegung der Ebene auf der Gleichgewichts- 
figur, wenn über den zeitlichen Verlauf der Bewegung die Festsetzung ge- 
troffen wird, dass die horizontale Projection des in der Gleichgewichtsfigur 
enthaltenen Sttickes der momentanen Drehaxe in gleichen Zeiten gleiche 
Flächenräume durchstreicht. 
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Sur une forme gönörale des ^quations de la dynamique. 

(Par M. Paul Appell ä St. Germain-en-Laye.) 

1. 

Les dqaations de Lagrange ne sont pas applicables quand certaines 
liaisons s'expriment par des relations diffdrentielles non int^grables, ou qaand 
on introduit des param^tres li6s aux coordonndes par des relations diff6- 
rentielles non int^grables. Cette difficult^ a fait Tobjet de recherches 
diverses dont on trouvera une bibliographie d^taill^e dans un opuscule 
intitul^ ,,Les mouvemenls de roulement en dynamique^^ que nous venons de 
publier dans la collection Scientia (Carr6 et Naud, Editeurs). 

Nous nous proposons d'indiquer ici une forme g^n^rale des dquations 
du mouvement non soumise aux exceptions que nous venons d'6noncer. Pour 
dcrire les ^quations sous cette nouvelle forme, il suffit de calculer la fonction 

oü m d^signe la masse d'un quelconque des points du Systeme et J Tacc^- 
l^ration absolue de ce point: on voit que cette fonction S est compos^e 
avec les acc^l^rations comme la demi-force vive Test avec les vitesses. 

Nous avons indiqu6 le principe de la m^thode que nous suivons ici 
dans une Note ins^r^e aux Comptes Rendus des S^ances de TAcad^mie des 
Sciences de Paris le 7. aoöt 1899. 

2. 

Imaginons un Systeme assujetti ä des liaisons telles que pour obtenir 
le deplacement virtuel le plus g^n^ral compatible avec les liaisons k Tinstant t, 
il suffise de faire subir h n parametres q^, q^^ ..., q^ des variations arbitraires 
^9n ^V^j •••» ^Qn' Si nous appelons alors t, y^ z les coordonn^es d'un 
quelconque des points du Systeme par rapport k des axes fixes, le deplace- 
ment virtuel de ce point a pour projections sur les axes: 

Sx = a,dq^ + a,(Jq2+ - +ajq„, 

(1.) liyy = b,dq, + bjq,+ -+bjq^, 

dz, = c,(yq^ + c,dq,+ ''+c„dq^, 



Appelly sur une forme g^nSrale des iquations de la dynamique. 



311 



oü (fqi^^q2j"",^qn sont arbitraires: dans ces formales, les coefficients a^ 
02, ..., c^ peuvent ddpendre du temps /, des paramfetres ^i, ^21 .«m ?n ^ 
d'aulres paramdtres ^r^+i, q^+2^ ..., q^^ dont les variations sont li^es ä Celles 
^^ 9n 929 •••? 9>» P^i* des relations de la forme 



(2.) 






% + P=^l ^9l+^2 C^?2+--+in^?«? 

les coefficients «i, «2, ..., i„ d^pendant ^galement de / et de l'ensemble des 
param^tres q^^ qfj, ..., ^n? qn+n •••1 qn+p- Dans ces conditions, le d^placement 
r6el du Systeme pendant le temps dt est ddfini par des relations de la forme 

dx = aidqi+a2dq2-\ [ a^dq^-\^ adt, 

(3.) j dy = b,dq,-\-b,dq2+'-+b,dq^+bdt, 
dz = c,dq^-\rC2dq2^ Vcjq^ + cdt, 



avec 



(4.) 






dqn+p = ^idq, + i.idq2+ — + l„dq„ + kdt, 

oh les coefficients o, 6, c, a, /9, ..., A., peovent d^pendre de t, qr,, ^j, •••> ?«+p- 

„On peat alors obtenir les ^quations da moaveiueiit comme il suit. 

„L'^quation gönörale de la Dynamique d^duite du principe de (fAlem- 
hert et du principe du travail virtuel, est 

(5.) i:m(x"öx+y"iJy + »"di) = 2:(Xi^x+ Yöy + Z^z) 

oü x", y", s" sont les döriv^es deuxi^ines des coordonn^es par rapport au 
temps, et X, Y, Z les projections d'une quelconque des forces. 

„Cette ^quation doit avoir lieu pour tous les d^placements (1.) compa- 
tibles avec les liaisons: eile se d^compose donc dans les » ^qnations 
saivantes: 

:Sm(ix"a,+y"b,-\- «"c,) = .^(Jta, +.Yb,+ZcO, 
2m(x"a,-^y"b, + z"c,) = 2:(Xa,-\-Yb,+Zc;), . 



(6.) 



i 2m(x"a„+y"6„+«"0 = 2{Xa„^-Yb^^-Zc:). 



\ 
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Dans ces ^quations les denxi^mes membres se calculent comme dans le8 
^quations de Lagrange. En rempla5ant cJar, dy, dz par leurs valeurs (1.) on a, 
ponr la Bomme des travaux virtuels des forces appliqn^es: 

^(Xdx+Ydy + Zdz) = Q^dq^+ 02^92+ - + Qn<iqn' 

Les quantit^s C^i, (^2, •••, ^n &ont les deuxi^mes membres des dqaations (6.): 



Pour calculer les premiers membres, divisons par dt les relations (3.) 
döfinissant le d^placement röel et d^signons par x\ y\ z\ q\^ qi^ •••) 9l 1^^ 

dz dq^ dq^ 



d^rivdes totales -^ , ~ , -^ , 

dt di^ dt ^ 



dr dr---^-df' ^<'"» *°^^"» 



y' = f>,q\ + biq'i-^ - +b,q',+b, 
i' = c,q\ + aiqi-\ \-c,q'n+c. 

Prenant encore une fois les d^riv^es totales des deux membres par 
rapport ä <^ on a 

^ = aiqi+<hq2-\ f-0.9. + — , 

(7.) }y" ^ b,q': + b,q':+.-+b,q':+-, 

a" = Ctq['+Ciq"-[ \-c,q" + --; 

oü les termes non Berits ne contiennent pas qW q'2, ..., q». Mais alors on 
a ^videmment 



a. = 



a,= 



dx" 

dq-r 

dx" 
dq'i ' 



6.= 
6.= 



dq'r 
dqr 



c, = 



c, = 



dz" 

dq" ' 

di" 

dq'r 
• etc. 



Les ^quatioos du moavement s'^crivent donc 

_. / „dx" ^ "dy" ,ndz"\ ^ 



(8.) 






dq[' 
dx^ 
dq'^ 



dq'^ 



ögi' 



Consid^rons maintenant la fonction 
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oü J est Tacc^l^ration absolae du point m: les öquations (8.) du mouvement 
prennent la forme 

(9-) ä^ "" ^^' ö^ "" ^2' •••' dqi; "" ^'•' 

On voit que, pour les ^crire, il suffit de calculer la seule fonction S, et Tex- 
primer de fagon qu'elle ne contienne plus d'autres ddrivdes deuxi^mes que celles 
des param^tres q^ 927 -m 9«'dont les variations sont regard^es comme arbitraires. 
II peut arriver que cette fonction S, calculde en fonction de ^i , ^Tx , . . . , q^+p , contienne 
leurs d^riv^es premi6re8^',,727-M^n+p et leurs d^riv^es Aenx\hTne^q[\q2j...jqn^p] 
les relations (4.) divis^es par dt donnent ^fl+i, q^+2^ ..., q'^^ en fonction lin^aire 
de 9i', ^2? ..., 9I., et, en les d^rivant par rapport au temps, on obtient de mßme 
qn+u q'1-^2^ q'n-^p en fonction lin^aire de ^'/, 5^2', -m ^l'; on peut donc toujours 
faire en sorte que la fonction S ne contienne plus d'autres d^riv^es deuxi^mes 
que 9'/, 92', ..-, ?«: eile contient d'ailleurs ces quantit^s au deuxi^me degr^. 
Une fois la fonction S ainsi pr^par^e, on peut ^crire les ^quations (9.). Ces 
^quations jointes aux conditions (4.) forment un Systeme de n+p ^quations 
d^finissant ^Tj^^j, ..., ^^^p en fonction du temps. 

3. 
Prenons, par exemple, un corps solide mobile autour d'un point fixe 
et calculons la fonction S en rapportant le mouvement ä un Systeme d'axes 
ö, Xy y, z mobiles ä la fois dans le corps et dans Tespace. Appelons £2 la 
rotation instantan^e du triödre Oxyz et P^ Q, R ses composantes suivant 
les axes, co la rotation du corps et p, qr, r ses composantes. Une mol^cule 
m du corps de coordonn^es Xy y, z poss^de une vitesse absolue i? de projections 

Cette mol^cule poss^de une acc^l^ration absolue J ayant pour pro- 
jections 

(10.) J, =_^^„^+p^,_flp^,..., 

comme il r^sulte de ce que J est la vitesse absolue du point de coordonnöes 
f „ f?y, u,. Cr on a, en appelant p\ q\ r les d^riv^es de p, q, r par rapport 
au temps 



dvjc dz dy . , , 

oü— , -—j ^, projections de la vitesse relative de la mol^cule, par rapport 
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aux axes 0^ x, y, z, sont 

(11.) ^| = ^^^rj,-(()«-%),...; 

en eflfet la vitesse relative est la difference g^om^trique entre la vitease absolne 
et la vitesse d'entrainement. D'apr^s cela, on a Texpression suivante de J 
qne nous ordonnons par rapport kx^y^ss: 

(12.) J, = ^a:(r+r')+y[q(p^P)+pQ^r']+z[r(p^P)+pR+q']. 

On a de m6me J^ et J, et enfin 

' 2S =^ Sm{Jl+Jl+J]l 

Pour simplifier nous ^crirons ici cette somrae eu supposant que les axes 
0, X, y, « sont des axes principaux d'inertie au point 0, et appelant A, ß, C 
les moments d'inertie par rapport ä ces axes; nous avons, en nous bornant 
aux termes en p\ q\ r: 

( 2S = Ap'-'+Bq'-^+Cr'-^+2[(C^B)qr+A{rQ^qR)]p' 
^ 'U ^.2[(A^C)rp+B(pR-^rP)]q'^2[{B--A)pq+C(qP-^pQ)y+^-. 



jäquations dEuler. Prenons corame axes mobiles trois axes tn- 
f>ariablement lies au corps et coincidant avec trois axes principaux d'inertie. 
Nous aurons alors 

P = py Q = q, n = r, 

2S=-Ap" + Bq''+Cr'+2(C--B)qrp'-^2(iA-C)rpq' + 2(B-A)pqr'+'". 

Appelons L, M, N les sorames des moments des forces appliqu^es par 
rapport aux axes, et 

(Ja, d/ii, öy 

les angles ^lömentaires dont il faut faire tourner le corps autour des axes 
pour Tamener d'une position ä une position infiniment voisine. Nous ferons 
jouer h.l,fji^v le röle des param^tres ^i, ^2? •••, ?»• On a, d'une part, 

et, d'autre part, les composantes p^ q, r de la rotation instantan^e du corps 
sont 

dX ,, diu , dv , 
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La fonctiou S est alors 

oü les termes non Berits ne contiennent pas )J\ u'\ v". Les 6quations du 
mouvement sont douc 

-- -^ T ^^ — If ^^ — AT 

La premifere par exemple, s'^crit 

d'apr^s les valeurs de p, q, r, c'est pr^cis^ment une des equations du Euler. 

5. 
Corps de ref>olution suspendu par un poinl de son axe. Menons 
par un axe fixe Oa et prenous pour axe Oz Taxe de r^volution, pour 
axe Oy la perpendiculaire au plan «Oä, et pour axe Ox la perpendiculaire 
au plan yOz. Quand la position du triödre Oxyz est connue, pour avoir 
Celle du corps, il suffit de connaltre Tangle cp que fait avec Oy, un rayon 
issu de et invariablement 116 au corps dans le plan des xy: la d^riv^e 
ip* de eet angle, par rapport au teraps, repr^sente la rotation propre du 
corps autour de Oz. La rotation w du corps est alors la r^sultante de la 
rotation 12 du tri^dre et de la rotation q/. On a donc 

p = P, q^Q, r^R+cp\ 
La fonction S, d^finie par Texpression (13.) devient alors, puisque A^B: 
(14.) 2S = A(ip" + q") + Cr''+2(AR^Cr')(pq--qp')+-'. 

Soient encore, (JA, (J/i, Jv les angles 616raentaires dont il faut faire tourner 
le corps autour des axes Ox, Oy, Oz pour Tamener d'une position ä une 
Position voisine, et L, M, N les moments des forces par rapport aux axes, 
on a comme plus haut 

p =1 , q = f^ ^ r=v 
et tes Equations du mouvement sont 

c'est-ä-dire, puisque la composante R de la rotation £2 ne dopend pas de 

Ap'~(AR-Cr)q=^L, 
Aq'+{AR-Cr)p = M, 
Cr' = N. 

40* 
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6. 

Cerceau. Pour calculer la fonction S relative ä uu Systeme quel- 
conque, on peut employer un th^or^me analogue ä celui de Koenig pour le 
calcul de la force vive. Prenons par exemple un cerceau ou un disqne 
homogene d'^paisseur ndgligeable assujetti ä rouler sur un plan horizontal. 
Appelons a le rayon du cerceau, G 8on centre: soit Ga la verticale ascen- 
dante menöe par G, Gss la normale au plan du cerceau, c'est-ä-dire Taxe 
de rövolution du corps: nous ddsignerous par Tangle aGss. 

Prenons ensuite, comme dans Texemple pr^c^dent, pour axe Gy 
la perpendiculaire au plan aGi et pour axe Gx la perpendiculaire au plan 
yGz. De cette fagon Gy est une horizontale du plan du cerceau et Gx 
une ligne de plus grande pente de ce plan aboutissant au point H par lequel 
le cerceau touche le plan fixe. 

Prenons la masse du cerceau pour unit^; appelons J„ Vacc^l^ration 
du point G et J' Tacc^l^ration relative d'un point m du cerceau par rapport 
ä des axes de directions fixes passant par G. En appliquant un th^or^me 
analogue au thdor^me de Koenig^ on a 



2 
formule que nous ^crirons 



^:SmJ'==ljl+l:EmJ'\ 



s = ljf,+s\ 



Le mouvement relatif du cerceau autour du point G est le mouvement 
d'un corps de rdvolution suspendu par un point de son axe. En appliquant 
k ce mouvement les notations du nura^o pr^c^dent on a, d'apr^s (14.): 

II reste donc ä calculer Jl. Pour cela appelons u, f>, w les projections de 
la vitesse absolue du point G sur les axes Gx^ Gy, Gz: pour exprimer que 
le cerceau roule, il faut ^crire que le point mat^riel du cerceau qui se trouve 
au contact avec le sol, au point H^ a une vitesse nulle. On a donc puis- 
que la vitesse de ce point est la rdsultante de sa vitesse relative autour de 
G et de la vitesse d'entrainement de G 

(15.) w = ü, © + ra = 0, tv — qa =^ 0\ 

les coordonn^es du point H^ par rapport aux axes Gxyz^ sont en eifet a, 0, 0. 
Comme la rotation instantan^e du tri^dre Gxyz est /2, Tacc^ldration 
absolue du point G a pour projections sur les axes Gor, Gy, Gz: 
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du 



dt 

dn 

dt 

du> 

'dt 



+ Ru''Pw, 
+ Pf^-Qu, 



c'est-k-dire d'apr^s (15.) 

a(Qq+Rr), ^ar-aPq, aq-aPr] 
et on a, en faisant la somme des carr^s et remarquant qae P =p,Q = q^ 

oü nous n'^crivons pas les termes ne contenant pas p\ q\ r. On a donc 
enfin 

2S=^Ap'' + {A+a')q''HC^a'y'+2{AR-Cr){pq'^qp')+2a'p{^^^ 

Appelons encore 

les angles infiniment petits dont il faut faire tonrner le cerceaa autoar des 
axes Gxy Gy, Gz pour Tamener d'une position ä une position infiniment 
Yoisine. Ces quantit^s sont arbitraires et d^terminent compl^tement le d^- 
placement du cerceau. Nous prendrons i, ,a, v comme param^tres ^i, 92, ..? ?« 
et nous aurons encore 

t -i ft I II I if 
p -=l , ?=.'^, r=:v. 

Nous pouvons alors 6crire les premiers membres des 6quations du 
mouvement telles que (9.). H reste k calculer les deuxi^mes membres. 
Pour cela il faut calculer la somme des travaux des forces appliqu^es: 

et la mettre sous la forme 

Li^Mi^Ni seront les deuxi^mes membres des ^quations. Ces quantit^s ont 
une signification simple. Menons par le point de contaet H avec le sol trois 
axes Hxi^ Flyi^Hzi paralleles aux axes Gx.Gy^Gz: Ly^M^^N^ sont re- 
spectivement les sommes des moments des forces appliqu^es par rapport k 
ces nouveaux axes. En effet, la vitesse de la mol^cule placke en H ^tant 
nulle dans un d^placement compatible avec les liaisons, le d^placement 
infiniment petit du cerceau est le d^placement r^sultant de trois rotations 
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^l^mentaires dl^d^^dv antour des axes Hx^^Hy^^Hz^^ sans d^placement 
de Ä; ce qui d^montre la proposition. 

Si la seule force appliqu^e est le poids g appliqu^ en G, on a 
^videmment 

I, =0, iV, = 0, 
M^ = — ^aeosö. 
Les ^quations du monveraent sont alors 

c*e8t-k-dire, d'apr^s la valeur de S 

Ap-(AR-Cr)q=^0, 

(A+a')q' + (AR-Cr)p -a>r = -^acos0, 
(C+ay + a'pq = 0. 

M. Korteweg et moi avons remarqu6, ä peu pr^s en ro^me temps, 
que rint^gration de ces 6quations se rani^ne k Tint^gration de l'^quation 
hyperg^om^trique de Gauss suivle d'une quadrature. (Voyez un article des 
Reiidi conti del Circolo Matematico di Palermo, siiivi d'une lettre de 
M. Korteweg y premier fascicule 1900.) 

7. 
Dans ce qui prec^de nous avons d^duit les ^quations (9.) du prin- 
cipe de d'Alembert associ^ au principe du travail virtuel. On peut aussi 
les rattacher au principe de la moindre contrainte de Gauss (Journal de 
Grelle^ t. IV). II ne pouvait du reste pas en 6tre autrement, puisque, corame 
le remarque Gauss^ tous les principes de T^quilibre et du mouveraent devant 
se raraener au principe des vitesses virtuelles et au principe de (TAlembert^ 
se ram^nent n^cessairement les uns aux autres. 

Si Ton forme la fonction 

Ä = «-((>,?'/+ w+-+(?n?:) 

qui contient les lettres q" au deuxi^me degr^, on voit que les ^quations du 
mouvement (9.) peuvent s'ecrire 

Ce sont les ^quations que Ton aurait ä ^crire pour trouver les valeurs de 
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9iy92r"i9n rendant R minimum. Inversement les valeurs des 9" tir^es de 
ces 6quations rendent R minimam, car les termes homogenes da deaxi^rae 
degr^ de R proviennent de S et constituent une forme quadratique d^finie 
positive. Comme les valeors des q" d^terminent les acc616rations, on peut 
interpr^ter ce r^saltat en disant que les valeurs des acceleralions ä chaque 
instant rendent R minimum. 

Dans cet 6nonc^, on peut remplacer la fonction R par toute autre 
fonction qui en diff^re seulement par des termes independants des acc61^- 
rations, par exemple par les deux fonctions suivantes: 

i:^l[(mx"-jfy+(mj/"-yy^+(i»."-zn 

Le fait que les acc^lerations rendent cette derni^re fonction minimum est 
une cons^quence imm^diate du principe de la moindre contrainte de Gauss 
comme Ta montr^ M. A, Mayer dans un interessant article intitule: „Ueber 
die Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung für reibungslose 
Punktsysteme, die Bedingungsungleichungen unterworfen sind'^ und „Zur 
Regulirung der Stösse in reibungslosen Punktsystemen, die dem Zwange 
von Bedingungsungleichungen unterliegen'^. Abdruck aus den Berichten der 
mathematisch-physikalischen Klasse der Königl. Sachs. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Leipzig. Sitzung vom 3. Juli 1899. Cet enonc^ du principe 
de Gauss que j'ai donn^, de mon c6t6, apr^s M. Mayer, dans les Comptes 
Kendus du 11. septembre 1899, se trouve ddjä dans le Tome III des Oeuvres 
de Herli, page 224 (Leipzig, 1894.) 
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lieber die Entwickelungsform algebraischer 
Functionen und die Irreductibilät algebraischer 

Gleichungen. 

(Von Herrn Leo Koenigsberger in Heidelberg.) 



In meiner Arbeit ,,Ueber den Eisenstein&chen Satz von der Irreducti- 
biHtät algebraischer Gleichungen"*) habe Ich gezeigt, wie man ans der 
speciellen Entwickelungsform algebraischer Functionen in der Umgebung 
eines Verzweigungspunktes und der dadurch bedingten Gestalt der sie defi- 
nirenden algebraischen Functionalgleichungen IrreductibiHtätskriterien für 
algebraische Gleichungen herleiten kann; die folgende Untersuchung soll 
das dort angeregte Problem ganz allgemein erledigen. 

Sei die algebraische Gleichung 

(1.) F,ix)y^ + F,{x)y^-' + -^+F„_,(x)y+F,(x) = 

gegeben, in welcher Fo, Fi,...,F„ ganze Functionen von x bedeuten und 
welche mit Adjungirung rationaler Functionen von x als irreductibel voraus- 
gesetzt werden darf, so kann die Untersuchung derselben bekanntlich mit 
Hülfe der Substitution 

» 

auf eine Gleichung «-ten ^Grades in a von der Form 

reducirt werden, in welcher ^i, ..., y„-i, y„ ganze Functionen von x dar- 
stellen, und man darf somit die ursprüngliche Gleichung in der Form 

(2.) 9'*+A(^)9'*-^+A(a:)jf'-^+ ..• +fn-i(x)y+Ux) = 

annehmen, worin /"i, /i, ...,/'„_i,/'„ ganze Functionen von a; sind, und welche 



*) Bd. CXV dieses Journals. 



Koenigsberger, über die IrreduclibilUäl algebraischer Gleichungen. 321 

somit eine algebraische Fanction von x definirt, welche filr keinen endlichen 
Werth von x anendlich wird. 

Um die Entwickelung dieser algebraischen Function in der Umgebang 
der im Endlichen gelegenen vielfachen Punkte zu finden, seien die sämmt- 
liehen verschiedenen Lösungen der gleich Null gesetzten Discriminante 

«1, «2, ..., «^, 

denen die resp. verschiedenen Functionalwerthe 

yiM yi2? •••? ya, 
(A.) 



^21? ^22? •••1 y2Xi 



(4.) {' 



. y^n Ve^) •••? 9q^^ 
entsprechen mögen, worin jedoch Elemente der verschiedenen Horizontal- 
reihen einander gleich sein können, und die unter einander verschiedenen 
dieser Aj + ^aH h^^ Functionalwerthe mit 

Vu ^2, ••., Vm 

bezeichnet werden sollen. Bildet man nun eine ganze Function / vom ^-ten 
Grade in y 

(3.) / = a,)+«iy+a,»^+-..+a.-,r-^ + »^ 

und bestimmt die ,a constanten Coefficienten so, dass / für y = i/i, i?2, ...,17^ 
verschwindet, bildet also 

SO wird nach bekannten Principien die Elimination von y zwischen (2.) und 
(4.) t als die Lösung einer Gleichung «-ten Grades liefern 

(5.) r+*,(x)r-^+...+*,.,(x)i+*„(x) = 0, 

in welcher *i,*2, .•.»*« ganze Functionen von x sind. Da sich nun für 
a; = «j, «2, ..., «^ gleiche Werthe für y ergaben, so werden eben diesen 
Werthen von x nach (4.) auch gleiche, und zwar verschwindende Werthe 
von t entsprechen, so dass 

*«(^) = (a:-«»r(^-«2r...(^-«,^^^«(^) 

sein und *n-i(^) ebenfalls für a? = «,, «2» •••, «^ verschwinden muss, wobei t 
in der Umgebung dieser Punkte eindeutig oder auch verzweigt sein kann. 
Andere Werthe von a;, gleichgültig ob dieselben den letzten Coefficienten 
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^ni^) der Gleichung (5.) zu Null machen oder nicht, können zwar vielfache 
aber nicht Verzweigungspunkte der algebraischen Function t sein, da für 
diese der Annahme nach y nicht verzweigt ist, und daher nach (3.) auch t 
nicht verzweigt sein kann. Kennt man andererseits die Entwickelungen 
von t in der Umgebung eines der Punkte a, für welchen t verschwinden 
soll, ist also eine derselben 

1 JU-l 

und entsprechen dem Werthe x=a die Functionalwerthe ^^*\ V^\ ..., V^\ 
welche eine Horizontalreihe des Systems (A.) bilden, so ist, wenn 

JL 

gesetzt wird, 

da nun für a? = a, y = V*\ worin c eine der Zahlen 1, 2, ...,(J bedeutet, auf 
deren Bestimmung, da es sich hier nur um die Feststellung der Verzweigungsart 
handelt, ich nicht näher eingehe, 

ist, also 

wird, so hat y dieselbe Verzweigung wie / und die Entwickelung beginnt 
mit demselben Anfangsexponenten. 

So wird z. B. die quadratische Gleichung 

y'^2x'y + x'^0, 
deren Lösungen durch 

y = x^+xYx(x-'l) 

dargestellt sind, für a: = und o; = 1 die doppelten Wurzeln jf = und 9 = 1 
haben, und die Transformation 

' = -»+*' 
dieselbe in die quadratische Gleichung 

e+l(2x'+2x'-^x') = x\x-l)(-x'+x+l) 
überfuhren, deren Lösungen 

/ = 2x'-x'''x'+(2x''-l)x\^x{x-V) 
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sind; es liefern also die Lösungen a? = 0, a: = 1 des letzten Coefficienten 
der quadratischen Gleichung in t Verzweigungspunkte der Function, während 
sowohl in der Umgebung der Lösungen des Factors —a?^+a?+l als auch 
irgend welcher anderen Werthe von x t eine eindeutige Function dieser 
Variabein ist. 

Um somit die Venweigungsart einer beliebigen algebraischen Function 
für die im Endlichen gelegenen Punkte der Variabein zu untersuchen, Irans-- 
formire man zunächst dieselbe, nachdem sie in bekannter Weise von dem 
höchsten Coefficienten befreit worden, durch die mit constanten Coefficienten 
versehene oben näher charaklerisirte Tschirnhausensche Transformation, welche 
durch alle die verschiedenen Werthe der abhängigen Variabein, die allen viel- 
fachen Punkten entsprechen, eindeutig definirt ist; es erübrigt dann nur, die 
Verzweigungsart der transformirten algebraischen Function für eben jene in 
den letzten Coefficienten der sie definirenden algebraischen Gleichung eintreten- 
den vielfachen Punkte festzustellen und zwar nur für verschwindende Werthe 
der algebraischen Function. 

Es mag zur Ergänzung des Vorigen hier noch eine Bemerkung all- 
gemeinerer Natur gestattet sein, welche die Anwendung einer beliebigen 
TschirnhausenBchen Transformation mit variabelen Coefficienten auf eine alge- 
braische Functionalgleichung betrifft. Sei die algebraische Gleichung (2.) 
wieder mit Adjungirung rationaler Functionen von x als irreductibel voraus- 
gesetzt, und werde eine Tschirnhausens^che Transformation von der Form 

(6.) t = (pii(x)+(p,(x)y + (p2(x)y''+'" + (p^_,(x)y''-' = (x)(y) 

auf diese angewandt, in welcher (y,,? Vn •••? ^n-i wiederum rationale Functionen 
von X bedeuten und deren Grad in y allgemein mit Hülfe von (2.) als der 
(ii— l)-te vorausgesetzt werden darf, so werden fUr die Eliminationsgleichung 
von y zwischen (2.) und (6.) 

(7.) r + *,(a:)r-^ + -..+*.(a:) = 0, 

in welcher *,,...,0^ rationale Functionen von x bedeuten, die « Lösungen 
'n '2? «-M Inj welche vermöge (6.) den n verschiedenen Lösungen yi, ^2» ••.? y» 
der irreductibeln Gleichung (2.) entsprechen, im allgemeinen verschieden 
sein, und es wird sich dann, wie bekannt, auch y als rationale Function von x 
und t darstellen lassen. Liefern jedoch die verschiedenen y-Werthe zum Theil 
gleiche Werthe von /, dann kann man y nur als Gleichung 2-ten, 3-ten etc. 
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Grades darstellen, deren Goefficienten rationale Functionen von x und t sind. 
Werde nun angenommen, dass 

ist, worin k eine der Zahlen 2, 3, ...,n bedeutet, sei ferner« eine Primzahl, 
und bestehe für einen der Verzweigungspunkte der Function y ein Cyklus 



V»2,y3, yk+x,yk+2,"*^yJ 



von n Elementen, welche Annahme schon die Irreductibilität der Gleichung 
(2.) nach sich zieht, so werden sich durch wiederholte Umkreisung des Ver- 
zweigungspunktes die Gleichungen ergeben 

^(yö = <^(yk) = (^(üTk-O = «^(ysit-i) = (^{y^k^d = — ^(ypk-ip-i)) = ••• 

worin die Indices nach dem Modul n zu nehmen sind. Sind nun zwei der 
Indices von y nach n congruent, so müsste, wenn p und q aus der Zahlen- 
reihe 0, 1, 2, ..., «— 1 genommen werden, 

pÄ— (p— 1) = ^Ä-(9— 1) (mod«) oder (p — 9) (*—!) = (modn) 

sein, was, da n als Primzahl vorausgesetzt worden, ausgeschlossen ist, und 
es werden somit die in den Gleichungen 

^(yd = ^(jik) = ^(y-ik-i) = - = «>(y(„-,)ji- -(n--2,) 
enthaltenen Indices der y nach n incongruent und somit die sämmtlichen 
Zahlen 1, 2, ..., » sein, so dass 

(^{yO = -Za^^iya) 

gesetzt werden darf, und somit cü(y,) sich vermöge (2.) als rationale Function 
von X darstellen lässt, die mit R(x) bezeichnet werden mag. Daraus würde 
aber nach (6.) folgen, dass die Gleichung 

Vo(x)+(Pi(x)y+'" + (Pn-i(x)y'''' = ß(ip) 
mit der irreductibeln Gleichung (2.) die Lösung y^ gemein hat, also eine in 
y identische sein müsste, und wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Druckt man aus den beiden Gleichungen 

r+fi(x)y^-'+f,{x)y'^--''+-'+f,(ix) = 0, 

/ = 5PoW+yi(^)y + y>2(a:V+---+yn-i(^)y"~', 
worin n eine Primzahl^ und die erslere um einen ihrer Verzweigungspunkte 
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einen Cyklus von n Elementen besitzt^ y als Function von x und t. aus, so lässt 
sich diese stets als rationale Function von x und t darstellen. 

Nach den Resultaten meiner oben angeführten Arbeit würde dieser 
Satz also für alle Gleichungen der Form gelten 

worin n eine Primzahl, r kein Multiplum von «, 

und F„(a) von Null verschieden ist. 

Auf eine weitere Ausführung der dahin gehörigen Sätze will ich hier 
nicht weiter eingehen. 

Es soll nunmehr festgestellt werden, in welchen Fällen man unmittel- 
bar aus der Form der oben transformirten Gleichung die Art der Verzweigung 
ersehen kann. 

Sei die Verzweigung einer durch die Gleichung 

(8.) y''+fAT)y--'+"'^-fn-A^)y+fn{x) = 

definirten algebraischen Function festzustellen für diejenigen vielfachen Punkte, 
welche Lösungen der Gleichung f^{x) = sind und y verschwinden machen, 
so wird zunächst, wenn x — a eine solche Lösung für v in Null zusammen- 
fallende Werthe der algebraischen Function bezeichnet, die Gleichung (8.) 
die Form haben 

worin /*,, ...,/'«_y, Vn^y+i^ ••.? y^» ganze Functionen von x darstellen. Bestehen 
nun in a? = a A Cyklen von je //i,^2» •••, z«^* Blättern, worin die,a>l sind, 

so dass ,Ui 4-, UaH \-fjij^ = y ist, und sind die Entwickelungen der Functional- 

werthe in der Form dargestellt 

P, gl -4-1 ^ ^ 
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worin «1,^2, •••?** resp. /ii-te, ^2-te, ...,1^^-16 primitive Einheits wurzeln, die 
p^l, und die Coefficienten ^4,, -^2, ..•, -^it von Null verschieden sind; seien 
ferner die für x = a von Null verschiedenen Lösungen der Gleichung (9.), 
also die Wurzeln der Gleichung 

öl, 02? -..»ö«.^, die auch zum Theil oder sämmtlich einander gleich sein 
können, so werden der Voraussetzung gemäss die Entwickelungen der zu- 
gehörigen Zweige durch die Tay/orschen Reihen 

yi = ai + 6i(a;-a)+..., »2 = 02+62(0?-«)+..., --yn-^ = ö„-.^ + 6n-.^(a:-a)+— 
gegeben sein, und hieraus sowie aus den oben aufgestellten Entwickelungen 
um den Verzweigungspunkt a folgt zunächst, dass, weil 

ist, 

jfi Vi •.• yn-^rt/iiyzi ••• 9/iii..« yiky2k ••• y/^* 

= a, a, ... a,_y A^^ ... ^i'^(- l)-^^?--^?(aT-a)?.+?»+-+?*+... 

wird, worin die weiteren Glieder höhere Potenzen von x—a enthalten, und 
dass somit, wenn 

(fl + Q2 + "'+(fk = ^ 

gesetzt wird, das letzte Glied der Gleichung (9.) die Form hat 

(x'-ayS2(x), 

worin S2(x) eine ganze Function von x ist, welche für x = a nicht ver- 
schwindet. 

Bildet man die Summe der Combinationen der Lösungen der 
Gleichung (9.) zur («- l)-ten Klasse, so wird die allen Summanden gemein- 
same Potenz von x— « erhalten, wenn man diejenige der Potenzen 

h £2 f* 

ausschaltet, welche den höchsten Exponenten besitzt; nehmen wir also diese 
Brüche der Grösse nach geordnet 

an, und beachtet man, dass die im vorletzten Posten der Gleichung (9.) 
enthaltene Potenz von x—a eine ganze sein muss, so wird, wenn e{a) die 

grösste in a enthaltene ganze Zahl bedeutet, und je nachdem — eine ganze 



Koenigsberger, über die Irreductibilität algebraischer Gleichungen. 327 

Zahl ist oder nickt, 

^(C"i-l)J-+e2+-+(>0 oder e((u,-l)?^+(>,+...+(>,) + l 

mit d\^^ bezeichnet wird, der vorletzte Goefficient der Gleichung die Form 
haben 

Für die Combinationen zur («-2)-ten Klasse werden die beiden höchsten 
Anfangspotenzen der Wurzelentwickelungen auszuschalten sein, um zu sehen, 
-welche Potenz von x — a mindestens in dem drittletzten Coefficienten ent- 
halten ist, und wir erhalten somit für die Form desselben, wenn, je nach- 
dem 2^ eine ganze Zahl ist oder nicht, 

«((■"i-2)J- + P2+ •■• + (.») oder e ((^.-2)^^+?,+... + (.,) + ! 
xnit di^^ bezeichnet wird, 

u. 8. w. worin, unmittelbar zu sehen, dass, wenn pi zu ^i relativ prim ist, 

ist, und wenn der grösste gemeinschaftliche Theiler von Qi und fii mit d^ 
bezeichnet und pi = rf,p,, fJii = diq^ gesetzt wird, J^]^ für alle nicht durch 
9i theilbaren Werthe von y^ eben diesen Werthj hat, während für y^^^q^^ 

ist. Und diese Form behalten die Coefficienten der Gleichung (9.) bei bis 
zu den Combinationen der («— ^i + l)-ten Klasse, während die Combination 
(«— ^,)-ter Klasse die Form annimmt 

(a:-«)Ci2^,('=), 
worin 

ist, und Si^^x) eine ganze Function von x bedeutet, welche, wie aus der 
Form der Wurzelentwickelungen wieder unmittelbar zu sehen, für a; = a 
nicht verschwindet. Bildet man nun die Summe der Combinationen 
(ii— /ii — l)-ter Klasse und schliesst genau in derselben Weise weiter, so 
erhält man zunächst den folgenden Satz: 
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Wenn eine algebraische Gleichung 

(10.) y'•+fXx)y''-'+r^(x)y''-'+■^.+r„-^(x)y+r,(x) = 

für einen Nutlwerth x = a des letzten Coefßcienten eine v-fach verschwindende 
Lösung besitst, während die übrigen dem x = a entsprechenden n — v Functional- 
werthe sämmtlich verschieden sind*), und die v Functionalwerthe gruppiren sich 



Q, Qj 



Qk 



SU Cyklen von ,M|, Uj, •••, Mj Elementen mit den Exponenten —,--,...,— ihrer 
Anfangsglieder in den Entwickelungen um x = a herum, wobei 

sein soll, so hat dieselbe stets die Form 

(x-a)Vo+(a:-a)*''^A,y^-(a:-a/^'Vl^»H••• + (a;-«)'/'Vy,^,y''' 
+ (ix-af"\p,,y-*'+(x-af<Pny'''^'+- 



(11.) 



■ + (x-a/M!<f,^y->-'" 



+ 



+(x-af'^(p,,y"-*'''* ■■■>■"*-'+' + (x-af'^(p,^y"'+''''-"^''>=-^+^ 
•.■ + (x-a)»J'**-'(/),„^_,j,''.+'''+ •••+''*-• 

worin die Functionen (p und \p ganze Functionen von x bedeuten, 

fJ = Pi + PjH hpt 

und 

3'r'l = e((.«>-^)~ + ei.-. + - + P*) oder 



(12.) 



/«i 



= e((.«;.-n)£+e;.+,+-+e*) + i a=iA"s») 

isty je nachdem das Argument der e-Function eine ganze Zahl ist oder nicht, 
und 

von Null verschieden sind. 

*) Diese letztere Annahme wird nur in Rücksicht auf das ursprünglich vorgelegte 
Problem gemacht — dass dieselbe für den obigen Satz unwesentlich ist, sieht man 
daraus, dass die früheren Schlüsse davon unabhängig sind, ob die Entwickelung der 
Functionszweige y,,y,, •••, yn-K ganze oder gebrochene Potenzen von x — a enthalten, 
wenn nur die Anfangsglieder a,, a,, •••, o„-,, von Null verschieden sind. 
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So wird z. B. eine algebraische Function 11-ten Grades, welche für 
x = die 10-fache Lösung Null annimmt und sich zu 3 Cyklen von 1, 3 
und 6 Elementen gruppirt, welche zu Anfangsgliedern ihrer Entwickelung 

in der Umgebung des Nullpunktes x^^x^^x^ haben, noth wendig durch eine 
Gleichung von dör Form definirt sein 

worin </>()(0), y,(0), 9)4(0), 9?io(0) von Null verschieden sind. 

Wir wollen nun untersuchen, wann die Form der Gleichung (11.) 
auch hinreichend ist für die oben angenommene Verzweigungsart, und 
zu dem Zwecke der kürzeren Darstellung wegen voraussetzen, dass A = 2 
ist, also die Gleichung zu Grunde legen 

{x-af(p,,-\{x-af'\,,y^{x-af^\,,y''+-' + {^ 



(13.) 



in welcher 

«1 + .«2 = >', <J = Ci + Pi, tJ^',' = e ((,u, - j'O ^' + P2) oder 

(14.)^ =e((,«.-y,)^' +(>,) + !, 

^^^ = <C«.-^)^) oder = e{(u,-rd':)+l 
ist, je nachdem das Argument der e-Function eine ganze Zahl ist oder 
nicht, — ^"S und yo(«), 9>i^,(")? V^o(") ^^^ ^^^^ verschieden sind. 
Setzt man in (13.) 
(15.) x-a^lf"^ und y = /''»t?, 

so wird V als algebraische Function von / durch die Gleichung definirt 
sein 



(16.) 



t'''%,+t"'^'^-*-^'<pii9+ •■• +tf'^t''>+'"«'(p,^y 
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wobei in den (p- und ^Functionen das Argument x durch t'^' + a zu er- 
setzen ist; dividirt man nun diese Gleichung durch t"'^^ so werden die Ex- 
ponenten 

nach (14), wenn pi zu ju^ relativ prim^ 

für ri<f^^ .^^Wc^i-yi)S)+i-C"i-yi)^'}>o 

für y, = /*! .u, [e ((»,) +(fi]-fii (c, + pi) = 0, 

während, wenn ^ «n«/ fi^ den gröaslen gemeinsamen Theiler di haben, und 
Qi=Pidi, f^i = qidi gesetzt wird, diese Exponenten 

für J', = 9n2^„...,rf.(7. ,".RC«.-y.)^-)-C«'-/')^} = Ö, 

für alle anderen y^ wieder > werden. 

Bemerkt man ferner, dass die weiteren in der Gleichung (16.) vor- 
kommenden Exponenten von t nach der Division durch t^'^ von der Form 

nach (14.), wenn (>2 «^ 1^2 relativ prim, 

für r2<^h «.kc"^-j'^)i-)+i-(A*-^-y^)i;-l+^'"'(« -?)>^' 

während, wenn (>> t/ncf ,1^2 wieder den grössten gemeinsamen Theiler d^ haben^ 
und Qi — Pidz', I^2 = qid2 gesetzt wird, diese Exponenten 

für y2-9.,292,...:(rf.~l)9. ^.^^iff - J)^0 je nachdem^^^, 

für alle anderen /2 wieder > werden, 

dass endlich von den Exponenten von / in den mit den V'-Functionen 
behafteten Posten nach Division durch f*'^ der erste 

vifi-fM.d = (.(/, + u:)(),-u, ((>, + P2) = (>iU2-p2.^i^0 
ist, je nachdem ^^^^ ist, während die übrigen sämmtlich positiv sind, 

so wird sich, wenn nach Division der Gleichung (16.) durch t^'^ / = 
gesetzt wird, für die zugehörigen Werthe von t? die Bestimmungsgleichung 
ergeben 

I. wenn — und ^^ irreductible Brüche und -- > ^* , 

(17.) <Pu(«) + y,^X«)t^''' = 0; 



Koenigsberger, über die Irreduciibilität algebraischer Gleichungen. 331 

IL fDenn — und — irreductible Brüche und ?-* = ^ also (>i = (>2, 1^1= /ij? 

(18.) <yo(a) + 9>,;.,(«)«'^'+ V^o(«)t>^^-^''^ = 0; 

III. wenn — reductibeL — irreductibel und ^^^ isL 

(19.) yo(«) + yt,.(a)t>^' + <Pi2,.(«)^''' + -<^i^.(«)^^' = 0; 

IV. wenn — reductibeL - irreductibel und ^^ = — isL 

(20.) Vo(«) + <iP,,X«)<^'' + 9^i2.X«)«>''' + '-- + 9^iA.X«)«'''' + V^o(^^ = 0; 

V. wenn — irreductibeL — reductibel und ^' >^ w/, 
(21.) </>ü(«) + yv,(«)f>^' = 0; 

VI. tc^eitn ^ irreductibeL ^' reductibel und ^ := ^ ist. 

f^i f*2 f*. ^1 

(22)/ 9^"(«)+9>i;.X«)«'''' + y.,Xa)€''"^^^ + y22,X«)^^^^^^^ 

VII. fcenfi ^ reductibeL -' reductibel und ^^ > ^ w/, 

(23.) 9^o(«)+(p,,,(a)r^' + y,,,.(«)«'''^ + - + 9^1/-, («)«"" = 0; 

VIII. wenn ^ reductibeL ~ reductibel und - - = — w/, 

A^l V2 f^l f^2 

(24) / ^"(") + 9>i..(«)«'^+- + 9>,^,(«)<'^' + 9>^..> («)t?^'-'''+y22^.(«)t''"'''''+- 
l ... + i^„(«)«'"''''* = 0. 

Setzt man ebenso in (13.) 
so folgt 

wobei in den (p- und v^-Functionen das Argument x durch u^'+a zu er- 
setzen ist; dividirt man nun diese Gleichung durch t«*'% so wird der erste 
Exponent 

/i2 J-I/P2 = U2(ßl+92) — (l^l + fh)92 = l^2Ql — l^l92^ 0, 
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je nachdem ^^?' ist, die folgenden Exponenten 

nach (14.), wenn Qi zu /tii relativ prim 
für y,<.u, «2{e(C«.-y.)^)+l-(^.-y,)j| + ((>,«2-iU.e2)^^^>0 

fUr y, = ,u, /fj e (p^) + ^, (», -(/«, + »,) (»., = 0, 
während, wenn (>, und ;u, rfcn grössten Tkeiler rfj haben, 

für y, = 9'i,29„...,rfi9, ^2e(e,+C2-y,^) + y,(»2-(^i+i«2)(»2 

= (a*2 d - iWj C2) ~^ > 0, wenn ^' > ^ und y , < /t, 

= 0, wenn ^ = ^ oder Vi = u,, 

für alle anderen /i aber >0 werden. 

Bemerkt man ferner, dass die weiteren in der Gleichung (25.) vor- 
kommenden Exponenten von u nach der Division durch ü^^' von der Form 

nach (14.), tcenn pa zu fi^ relativ prim, 

für y,<^, ,^2(e(/i.~^)^ + l-(^i2-/,)M>0, 

während, tcenn Q2 ^^d m wieder den grössten gemeinsamen Theiter c^ haben, 

diese Exponenten 

für y2 = qi,2q2^...,(d2-l)q2 =0 

für alle anderen ^2 wieder >0 werden, 

dass endlich von den Exponenten von u in den mit den v^-Functionen 
behafteten Posten nach Division mit u""^^ der erste =0, alle anderen >>0 
werden, so wird sich, wenn nach Division der Gleichung (25.) durch ii'^» i# = 
gesetzt wird, für die zugehörigen Werthe von r den obigen acht Fällen 
entsprechend die Bestimmungsgleichung ergeben 

I. (26.) <Pi;.X«)«''" + V^u(«)tr"'-^^' = 0, 

IL (27.) <P.(ot)+cp,^X^)w^' + V^oC«) w?"^-^^^ = 0, 

III. (28.) <p,,.,(«)«^^^ + V^o(«)«?''^^^^ = 0, 

IV. (2d.)(p^{a)+(f,^X^)w^' + <Pi2,M>''' + '- + V^^^^ 
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V. (30.) ip^,X^)^c^' + V2M^'''^''+<p2^i^>^^^^ = 0, 

VI. (31.) ip.^{oi) + q>,^X'')^^'''' + V'2,,i^>^^^^ 

•••+Vu(«)«?''^''''' = 0, 

VII. (32.) <p,^JioL)wf'^+(p,,Xa)w^^^^^ + (p,,,la^^^^ = 0, 

VIII. (33.) f/)ü(«) + y,,X«)«^'' + --- + Vi;.X«)«^^' + 7'2,/«)fr^^+^« + ... + ^^ 

Gehen wir zunächst zur Untersuchung der Gleichungen (17.) — (24.) 
über, so sehen wir, da (17.) mit (21.), (19.) mit (23.) und diese unter ein- 
ander zusammenfallen, wenn 

(a-) 9^wi(«) = yi2,.(«) = ••• = Vi(d,-i),X«) = 0, 

da ferner (18.) mit (22.) und (20.) mit (24.) zusammenfallt, wenn 

(b.) <P2,,(«) = y22,.(«) = • • • = y2(<i.-l)^. («) = 0, 

und diese wieder unter einander zusammenfallen, wenn die Gleichungen (a.) 
und (b.) zu gleicher Zeit erfüllt sind, dass, 

wenn rfi der grösste gemeinschaftliche Theiler von pi und .t^i, rf2 der 
grösste gemeinschaftliche Theiler von Qj tind fJh ist, sodass fi^ = cf^^^, ju.^ = cf^^^? 
und wenn die Coeffidenten der Potenzen von 

in der Gleichung (13.) für x = a verschwinden — was auch stets der Fall 
ist, wenn -- und — irreductible Brüche sind — , die Bestimmungsgleichung 
für V 

9^0 («) + </),^, («)«•"' = 0, 

9'o(«) + </>,^.(«)t?^' + Vu(«)t?"'-*^^ = 

*) Es ist wesentlich zu bemerken, dass ohne die obige Voraussetzung der für 
» = a verschwindenden Coefficienten der y-Potenzen sich, wenn ^ > ^ ist, unabhängig 

von der Beschaffenheit des Bruches - , 

falls — irreductibel ist, die Gleichung 

and falls — reductibel, die Gleichung 





wenn P^>^'- 
^1 f*, 




u^enn ?^ = ^' 


w/.*) 
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In Betreff der Gleichungen (26.) — (33.) werde ebenso bemerkt, 
dass (26.) mit (28.), (30.) mit (32.) und diese unter einander zusammen- 
fallen^ wenn 

(aiO <iP2,, («) = <piH,{ci) = . . . = 9?2(d.-i),,(«) = 0, 

dass ferner (27.) mit (29.) und (31.) mit (33.) zusammenfilllt, wenn 

(biO y„.(«) = Vi^M = •••= </>i(ci.-i)9.(«) = 0, 

und diese wieder unter einander zusammenfallen, wenn die Gleichungen (aj.) 
und (bi.) zu gleicher Zeit erfüllt sind, und wir sehen demnach, dass mit 
Beibehaltung der obigen Bezeichnungen, 

wenn die Coefßcienten der Potenzen von 

in der Gleichung (13.) für x =^ a verschwinden — also jedenfalls wieder, 
wenn — und — irreduclible Brüche sind — die Bestimmungsgleichung für ir, 

nenn f '- > ^ , c/>, „, («) w"' + .//., («) tp'"+''« = 0, 



To(«) + 9'i»,(a)r»'4-5Pi2«,(a)e'»' + --+yi^,'(«)»'" = 
ergiebt. Ist jedoch •- = - , so wird, wenn 

ist, wieder unabhängig von der Beschaffenheit des Bruches — , 
falls — irreductibel, die Gleichung 

und falls — reductibel, die Gleichung 

lauten. 

*) Es mag auch hier wieder bemerkt werden, dass ohne Voraussetzung der for 

X = a verschwindenden Coefßcienten der y-Poteuzen, wenn > ^ ist, unabhängig von 

der Beschaffenheit des Bruches -- , 

falls — irreductibel ist, sich die Gleichung 

yi/.iC«)«'^^ + e/;o(«)tr''>+^^ = 0, 
und falls — reductibel, die Gleichung 

f^3 
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Fassen wir die beiden Fälle zusammen, so ergiebt sich, 
dasi, wenn die Coefßcienlen der Potenzen von 

in der Gleichung (13.) für o? = a verschwinden — also auch, wenn ^ und 

— irreduclible Brüche sind — die Bestimmungsgleichungen von v und w 
für rr = «, 

wenn^^>^^, ip,(a)+ip,^{a)v^^ ^Q, c/),,,(«)'^'"+V^o(«)fr^^-^^* = 0, 

wenn J = ^, <?o(«) + y,^.(«)e'" + V'oC«)»"'""" = 0, 

lauten^ worin der oben für die Gleichung (13.) gemachten Voraussetzung 
gemäss <Po(sOi Vif^iisO^ %(,^) ^on Null verschieden sind. 

Da nun unter der gemachten Annahme für — > ^ die Gleichung 

</^o(«) + yi^,(«)«'''^ = 
/Ui verschiedene Lösungen hat, so werden sich die dazu gehörigen ju^ Lösungen 

der Gleichung (16.) um < = herum nach der Tay/orschen Reihe entwickeln 

lassen, und daher, wenn die Wurzeln der obigen Gleichung mit 

A,€A,6'A,...,a''^-'A 

bezeichnet werden, worin e eine fi^-te primitive Einheitswurzel bedeutet, 

vermöge der Substitutionen (15.) sich um rr = a ein Cyklus von fi^ Elementen 

mit den Entwickelungen 



ergiebt. Ist jedoch — = ^^ , so wird, wenn 

yi7.(«) = 9i29x(«) = ••• = yi(di-i)9.(«) = 
ist, wieder unabhängig von der Beschaffenheit des Bruches ^ , 

falls — irreductibel, die Gleichung 

yu(o) + yi^,(o)tt?^' + Vu(o)tt?"»-^^-' = 0, 
und falls — reductibel, die Gleichung 

yo(«) + 9^^»x(.^)^^' + y25,(a)u?i"'+«M- 922^, («)w^^'"^^'* + •- + Vo(o)««'-"'^''^ = 
lauten. 
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und den durch (|Ui— l)-malige Umkreisung des Punktes a hieraus erhaltenen 
Functionalreihen ergeben. Die unter derselben Annahme flir die tf = 
entsprechenden Werthe von to gefundene Gleichung 

liefert zunächst /t, verschwindende Werthe von tr, welche, da 

ist, für x = a den oben gefundenen Werthen ^1,^2? •••! y.üj entsprechen, da 

^ > -- vorausgesetzt wurde, und da die übrigen .Uj Lösungen wieder ver- 

schieden und in der Form sich ergeben 

B,riB,rtB,...,r,^''B, 

worin 1/ eine primitive .Ua-te Einheitswurzel ist, so werden die weiteren ^jy- 
Werthe um a; = « einen Cycius von u^ Elementen bilden mit den Entwicke- 
lungen 

und den hieraus durch ,02— 1-malige Umkreisung des Punktesa erhaltenen 
Functionalreihen. 

Ist jedoch -^= -^, so sind die jjl^ ©-Werthe und die ih fr- Werthe nach 
dem Obigen die Lösungen der gemeinsamen Gleichung 

deren drei Coefficienten der Voraussetzung nach von Null verschieden sind, 
oder unter der Annahme der Irreductibilität der beiden Brüche die Lösungen 
der Gleichung 

Sind nun die Lösungen dieser Gleichungen sämmtlich verschieden, 
also auch, wenn mit Benutzung der früheren Bezeichnungen 

Pi = d,p,^ fx^ = rfi^i, P2 = diPi^ /'2 = ^25^2, also p^ = p^, qi = ?2 
gesetzt wird, die Lösungen der Gleichung 

oder für »^^ = | der Gleichung 
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und der andern entsprechend auch die der Gleichung 

sämmtlich verschieden, so folgen di + rfa resp. zwei Cyklen von je qi resp. ,Ui 
Elementen; enthalten jedoch jene Gleichungen gleiche Lösungen, so können 
sich — und dies ist nach bekannten Methoden festzustellen — Cyklen von 
91,291,3^1,... Elementen resp. ein Cyklus von 2ui Elementen ergeben. 

Fassen wir die oben gefundenen Resultate zusammen, so ergiebt sich 
zunächst der folgende Satz : 

Hat eine algebraische Gleichung die Form 

in welcher für x= (t y = eine v- fache Lösung ist, ferner 

/'i+/'2 = ^, cJ = Pi + e2, 

"1 r*i 

^J^;' = e((,«.-yO,^0 oder =e((,»..-y..)f-)+l 
ist, je nachdem das Argument der e-Funclion eine ganze Zahl ist oder nicht, 
■>-'-, und ^fn(«), Vi;i,(^)? V'n(^) ^^^ ^'^'^ f^crschicdcn ist, so ist diese Form 

nicht mir nothwendig dafür, dass die in x = a verschwindenden v Functions- 
zweige sich zu zwei Cyklen ton //j und u^ Elementen gruppiren, und die Ent- 
Wickelungen in der Umgebung von x = a die Anfangsglieder 

(x — ay^ und {x — aY' 

besitzen, worin die Brücke - - und ^ irreductibel oder reductihel sein dürfen^ 

sondern es werden auch umgekehrt für jede solche Gleichung, wenn entweder 

^^ und -- irreductible Brüche sind, oder wenn sie reductibel sind und dr der 

grösste gemeinschaftliche Theiler von (j^ und Ui^ also p, = d^p^^u^ = d^qi^ und 
di der grösste gemeinschaftliche Theiler von q^ ^^nd /io, also (>2 = ^2^2, /'2 = diq^j 
ferner die für x = a genommenen Werthe der Coefficienten von 
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also 

verschwinden, 

1. ireiMi— >— wf, sich die Löstmaen derselben um x = a herum sf$ 
zwei Cyklen von fi^ und /I2 Blättern gruppiren und die Entwickelungen der 

Functionalwerthe mit (x^a)"' und (x—aY' beginnen, während 

2. wenn -' = -*- ist — was, falls beide Brüche irreductibel sind, Qi = p2? 

fi^ = U2 nach sich zieht — die Verschiedenheit sämmtlicher Lösungen der 
Gleichung 

um X = a herum di+rf2 Cyklen von je qi Elementen (da q^ = qi istjj und, für 
den Fall der Irreductibilität beider Brüche, die Verschiedenheit der Lösungen 
der Gleichung 

zwei Cyklen von je u^ Elementen nach sich zieht, für welche die Entwickelungen 
in der Umgebung von a: = « das Anfangsglied 



(x-ay^ 
besitzen. 

Mau sieht nun unmittelbar, dass, nachdem oben für eine beliebige 
Anzahl von Cyklen mit Anfangsgliedern ihrer Entwickelungen, die gar keiner 
Beschränkung unterworfen waren, die nothwendige Form (11.) der algebraischen 
Gleichung festgestellt war, sich nunmehr auf Grund analoger Schlüsse der 
folgende Satz aussprechen lässt: 

Die nothwendige Bedingung dafür, dass eine algebraische Function 
U'len Grades, die wir ohne Einschränkung für endliche Werthe der unabhängigen 
Variabein als endlich annehmen dürfen, für einen Nullwerth a des letzten 
Coefficienten v verschwindende Lösungen besitzt, die sich zu k Cyklen von je 
Ui^ lii^ "", f^k Elementen gruppiren und deren Entwickelungen die Anfangsglieder 

(x-ay^ (^-«/', ..., (x-ay^ 
besitzen, worin 

^', ^ ^«v ' fk ' 
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ist dißy dass die sie deßnirende algebraische Gleichvng die Form habe 

+ 

worin die cp- und tp-Funclionen ganze Functionen von x sind, für welche 
von Null verschieden sind, 

^r;^ = ^(C^^-^)^+eui + - + eO oder = e((/t,«y,)^ +?.,, + •••+eO+l, 

(A = l,2,...,*) 

J6 nachdem das Argument der e- Function eine ganze Zahl ist oder nicht; 
aber es werden auch umgehehrt, wenn dg der grösste gemeinschaftliche Theiler 
von Qg und fi^ ist, 

gesetzt wird und die Grössen 

sämmtlich verschwinden — eine Bedingung ^ die, wenn die Brüche -,"-,...,-— 

Sämmtlich irreductibel sind, als erfüllt betrachtet werden darf — die Lösungen 
dieser algebraischen Gleichung die bezeichneten Entwickelungen besitzen. 

Sind jedoch die Brüche ',%...,- nicht sämmtlich unter einander 

verschieden, sondern der Grösse nach geordnet 

... = ?^i±^tl -> ?!liiM-J^ -> ... ->_^'ül = ^^'^^•♦•'^ ^ ... 



f/it(/ m(/ die Lösungen der Gleichungen 

y'./.«.(«)+^f«.+i..,+i(«)»^"'-^^+¥^«.+2^«,-.2(^^ 

43» 
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V>a,.,,(«) + SP...4-1^.,, , («)«''"-'-^ * + ¥^... + 2.„., ,(«) V<'.+ 1 ^''<'.+^ + . . . 

sämmtlich verschieden, so erhält man für die v Zweige der algebraischen 
Ftmclion in der Umgebung von x = a je einen Cgklus t>on fi^^ u.,^ •••A'«, Elementen, 

rf„,-,i+rfa,f>H hrf,„+^/,, + i Cyklen von je q,,^^^ Elementen, je einen Cyklus von 

.1^,,. -^/.^H- >,.««,+,,, 4-3, ...,/^«, Elementen, <+i + <i2+ ' ' +rf«,+/.+i Cyklen ton je q^^^ 
Elementen, n. s. w, endlich je einen Cyklus von /'a^^+^^^^i, ''^■a;i+bs+^^ ""i l^k Ele- 
menten, deren Entwickelungen in der Umgebung von a die vorgeschriebenen 
Anfangsglieder besitzen. 

Für den Fall, dass die Brüche ^', ...,-* sämmtlich irreductibel sind, 
werden die d gleich der Einheit, die q den resp. ,a gleichzusetzen sein. 

Es wird sich nun ohne Schwierigkeit aus dem oben bewiesenen 
Satze die Form aller algebraischen Gleichungen aufstellen lassen, welche noth-- 
wendig und hinreichend ist dafür, dass dieselbe in den Lösungen a^^a^^ ...^a^ 
des letzten Coefßcienten der Gleichung resp. *'i, ^2, .., '^a zusammenfallende 
verschwindende Werthe annimmt, welche sich im Funkle a, zu Ä, Cyklen von 
f^rii .^' 12) ''"i ,^ftxj Elementen gruppiren, für welche die Anfangsglieder der Ent- 
Wickelung durch 

dargestellt sein sollen, worin 

ist und diese Brüche sämmtlich irreductibel sind. 

So wird z. B. die nothwendige und hinreichende Form einer alge- 
braischen Gleichung 5-ten Grades, welche im Punkte a 5 verschwindende 
Werthe haben soll, die einen Cyklus von je 2 und 3 Elementen mit den 
Anfangsgliedern 

_L ^ 

(x—a)'^ und (x—ay 
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haben, und ferner im Pnnkte ß 4 verschwindende Werthe, welche einen 
Cyklus von 4 Elementen mit dem Anfangsgi iede 

(x-ßf 
besitzen, durch 

+ (x-aXx''ß)(pi^y^ + (x-a)(p.,,y*+y' = 
dargestellt sein, worin yu(«), (pu(ß)^ VuC«)» 9^21 (/?) von Null verschieden sind. 
Nachdem aber unter den angegebenen Bedingungen die nothwendigen 
und hinreichenden algebraischen Gleichungsformen für Functionen mit 
gegebener Verzweigung aufgestellt worden, wird es leicht sein, viel all- 
gemeinere Irreductibilitätskriterien, als die in der oben bezeichneten Arbeit 
von mir angegebenen, für algebraische Gleichungen mit rationalzahligen 
Coefficienten herzuleiten, indem man nach dem dort angegebenen Princip 
nur solche Verzweigungen für die algebraische Function zu wählen braucht, 
welche ein Durchlaufen aller Blätter der zugehörigen Riemann^cheu Fläche 
gestatten, ohne durch einen Verzweigungspunkt zu gehen, und in der so 
erhaltenen algebraischen Functionalgleichung nur die rationalen Functionen 
durch rationale Zählen, die zu den Verzweigungspunkten gehörigen linearen 
Theiler durch Primzahlen ersetzt, und der Bedingung des Nichtverschwindens 
einzelner Coefficienten für die Verzweiguugspunkte die Nichttheil barkeit der 
ganzzahligen Coefficienten durch die Primzahlen substituirt. 

So wird z. B. eine algebraische Function u-ten Grades, welche in 
dem Verzweigungspunkte « n verschwindende Functionalwerthe besitzt, welche 
sich zu zwei Cyklen von je .Uj und Uj Elementen mit den Anfangsgliedern 

£1 Ol 

(x — «)"' und {x — aY' 

gruppiren, worin .Ui + /ia = ii, ^>>^ und beide Brüche irreductibel sind, 

femer einen Verzweigungspunkt /?, in welchem v verschwindende Functional- 
werthe, worin v der bequemeren Schreibweise wegen grösser als ^Uj und 
zwar gleich ,Ui+x gesetzt werden soll, eine einzige Gruppe mit dem 
Anfangsglied 

(x^ßf 
bilden, worin - wiederum irreductibel sein soll, durch die in ihrer Form 
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nothwendige and hinreichende algebraische Fanctionalgleichung 

jKV j(*) aW 

definirt sein, in welcher 

y»(«), VoC/^O, 9'i/.,(«). <Pu(ß) 
von Null verschieden, nnd die d and « dnrch die Ausdrucke gegeben sind 



(«,) 



<J^!' = «((^>-y.)^+pO oder =e(c«.-y,)^+p,) + l, 
<^J?= «((.«.-rO-^O oder = c((^.-y.)^)+l, 



6^ = e((v-y)^) oder =ß((y-y)~) + l, 

je nachdem das Argument der e-Function eine ganze Zahl ist oder nicht. 
Da man nan unter der Annahme, dass v nicht nur grösser als ^i, sondern 
auch grösser als Uj ist, wegen fii+fi2 = n durch geschlossene Umläufe, 
ohne durch Verzweigungspunkte zu gehen, in alle Blätter der zugehörigen 
»-blättrigen Atema^iischen Fläche gelangen kann, so wird die oben auf- 
gestellte algebraische Gleichung irrednctibel sein, und es wird sich somit 
durch die angegebene Uebertragung der folgende Satz ergeben: 
Jede algebraische Gleichung von der Form 

<rco jO) j(o 

p^'-^^'q^'a^i+p ' q'ayx+p ' q'^a^x'+'+p ^'q'i^^a^^x^' 



ifC2) xm A'i) 



r— 1 



+p ' a,x'+''+p ^«-'a^.ix'-'+ir'' = 0, 

in welcher p und q iwei beliebige Primzahlen, die Grössen ^ und e durch die 
Ausdrücke (cd) bestimmt sind, in welchen /^i+."2 = », ^ = f^i+x grösser als fx 

und ,11 2 sein solL -- > - ■ , die Brüche — , — und - irreductibeL und die 

Coefficienten a,j weder durch p noch durch q, a^, nicht durch p, a^ nicht durch 
q theilbar sind, ist mit Adjungirung nur rationaler Zahlen irreductibeL 

Es wird also z. B. 'für w = 5, «i = 3, u^ = 2, i/ = 4, Pi = 2, Pa = 1? <y = 3 
die Gleichung 

x^+pa^x*+pqaiX^+p^q'a,x''\-p^q^a,x+p^q^a^^ = 0, 
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in welcher o,» weder dnreh p noch durch q, a^ nicht durch p, a« nicht durch 
q theiibar ist, irreductibel sein. Um dies direct in diesem Falle nach- 
zuweisen, werde zunächst die Zerlegung in 

angenommen, welche verlangt, dass 

^— a=po4, B—aA—pqai^ C--aB = p^q%^ D—aC — p^q^a^^ —aD =^p^q^aii 

sei, und es müsste, da die Lösung a, wie aus der Gleichung unmittelbar 
zu ersehen, weder durch p noch durch q theiibar sein kann, D also auch 
C durch p^ und B also auch A durch p theiibar sein, was, da a es nicht 
ist, unmöglich. Sei ferner die Zerlegung in einen Factor zweiten und 
dritten Grades möglich, das Polynom also 

SO mUsste 

ßd+ae = p^fl^'oi, ßs = P^y^o.. 
sein. Ist ß durch 9^ also e durch q nicht theiibar, so muss a durch q^ 
theiibar sein, und dies widerspricht der dritten Gleichung; ist ß durch g^ e 
durch q theiibar, so ist a, also auch cT durch q theiibar, also müsste s nach 
der dritten Gleichung gegen die Annahme durch q^ theiibar sein; ist endlich 
ß durch q, also s durch q^ theiibar, so ist auch (T durch q theiibar, und 
somit nach der zweiten Gleichung aucli ay^ welches für die Annahme, dass 
a durch q theiibar ist, d durch q^ also / durch q theiibar machte, was der 
ersten Gleichung widerspricht, während, wenn y durch q theiibar ist und a 
es nicht sein soll, nach der dritten Gleichung J durch q^ theiibar wäre, 
was wieder nach der vierten Gleichung nicht angeht. Enthält aber ß q 
garnicht, ist also e durch q^ theiibar, so enthält auch J 9^, also y den Factor 
q\ was wieder der zweiten Gleichung widersprechen würde — es ist somit 
die oben aufgestellte Gleichung fünften Grades in der That irreductibel. 

Es mögen an die früheren Sätze noch einige Folgerungen geknüpft 
werden. Sei die algebraische Functionalgleichung gegeben 

in welcher alle Glieder mit Ausnahme des ersten den Factor x—a besitzen, 
jf > 1 und F^(a) von Null verschieden ist, sei ferner dieselbe durch eine 
andere Gleichung von der Form 

rH^-(t)f,(x)r-''H^-a)f,(x)y^-'+^.^ + (x^a^^ 



344 Koenigsberger, über die Irreductihilitäi algebraischer Gleichungeus 

in welcher /"^(a) von Null verschieden ist, theilbar, so ist ersichtlich, dass 
der Quotient gleich Null gesetzt die Form hat 

worin 

und daher (Pm-,i(p) der Annahme gemäss für x = a nicht verschwinden kann; 
da nun eine solche Gleichung nach dem von mir bewiesenen Satze irre- 
ductibel ist, so ergiebt sich, 

d(Ms wenn in einer algebraischen Fynctionalgleichung sämmtliche Coeffi- 
deuten mit Amnahme des ersten durch einen gemeinsamen linearen Factor 
theilbar sind und diese Gleichung als Factor ein ebenso beschaffenes Polynom 
enthält, in welchem die in seinem letzten Coefßcienten enthaltene Potenz 
dieses Linearfactors einen um die Einheit kleineren Exponenten besitzt als im 
letzten Coefßcienten der gegebenen Gleichung, der Quotient beider Polynome 
irreductibel ist. 

Und dieser Satz auf algebraische Gleichungen übertragen, würde 
lauten: 

Ist eine ganzzahlige algebraische Gleichung, deren Coefßcienten mit Aus- 
nahme des ersten durch eine Primzahl theilbar sind, durch ein ganzes Polynom, 
dessen Coefßcienten wiederum dieselbe Primzahl als Factor enthalten, theilbar, so 
wird, wenn der letzte Coefßcient dieses Polynoms die Primzahl nur einmal 
weniger enthält als der letzte Coefßcient der Gleichung, der Quotient ein mit 
Adjungirung rationaler Zahlen irreduclibles Polynom sein. 

Als ganz specieller Fall folgt daraus offenbar der Satz von der 
Irreductibilität der zu einer Primzahlpotenz gehörigen, von den nicht primi- 
tiven Einheitswurzeln befreiten Kreistheilungsgleichung. 

Es mag endlich noch ein ganz allgemeiner Satz, welcher die Irre- 
ductibilität algebraischer Functionalgleichungen betrifft, erwähnt werden, 
welcher den Beweis von der Irreductibilität der zu einer beliebig zusammen- 
gesetzten Zahl gehörigen und von den nicht primitiven Einheitswurzeln befreiten 
Kreistheilungsgleichung in sich schliesst oder den Satz, welcher bekanntlich 
damit zusammenfällt, dass, wenn a und b zwei ganze relativ prime Zahlen 
bedeuten, und die von den nicht primitiven Einheitswurzeln befreiten zu- 
gehörigen Kreistheilungspolynome fXx) und ff,(x) irreductibel sind, auch 



(35.) { 
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das nnr primitive Einheitswurzeln enthaltende zu dem Prodacte ab gehörige 
Kreis theilungspolynom fab(x) irreductibel sein muss. 

Seien zwei algebraische Functionalgleichungen m-ten und n-ten Grades 

und 

H^-ß)(Pn(x) = 

vorgelegt, worin a und ß willkürliche Grössen, /i(a:), ^(a?), ... (pi(x)^(p2(x)^ .., 
ganze Functionen von x bedeuten, von denen fm(^) nicht durch ar— er, q>n(x) 
nicht durch x^ß theilbar sind, so sind diese Gleichungen, wie früher her- 
vorgehoben worden, mit Adjungirung rationaler Functionen von x irreductibel, 
und die Entwickelung der m Lösungen der Gleichung (34.) in der Um- 
gebung des Punktes a, welche dort einen Cyklus von m Elementen bilden, 

beginnt mit dem Gliede (o?— «)"•, die der n Lösungen der Gleichung (35.) 

um ß herum mit {x—ßy. Nimmt man nun an, dass die Gleichungen (34.) 
im Punkte /3, (35.) im Punkte a garnicht verzweigt sind, so wird offenbar 
(34.) auch nicht mit Adjungirung einer Lösung iji der zweiten Gleichung, 
(35.) nicht mit Adjungirung einer der Lösungen ^i der ersten Gleichung 
reductibel sein; denn besässe z. B. die erste Gleichung einen in x^ y, rji 
rationalen Factor, so dass eine Gleichung von der Form 

(36.) ü)(y, X, ti,) = 0, 

welche in y von niedrigerem Grade als dem w-ten ist, existirt, welche eine 
Lösung mit (34.) gemein hat, so würde die m-malige Umkreisung von a tji 
der Voraussetzung nach unverändert lassen, während yi der Reihe nach 
alle Lösungen der Gleichung (34.) durchläuft, und somit die Gleichung (36.) 
mehr Lösungen haben, als ihr Grad beträgt. 

Seien nun die Lösungen der Gleichungen (34.) und (35.) 

und bildet man eine neue algebraische Gleichung mn-ten Grades, deren 
Lösungen durch die bilineare Function der Wurzeln der Gleichungen (34.) 
und (35.) 

(37.) y,^ = ipo(ix)y,r]^+%(x)yj,+yj2(x)r]^+yj(x) u=i,2,...„.,^=ia...m 
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dargestellt sein mögen, worin V"(^)? V^iC^)? ^2(^15), V'W beliebige ganze 
Functionen von x bedeuten sollen, so wird, wenn die &-ten Potenzsummen 
dieser mit S*, die der Gleichungen (34.) und (35.) mit s^ und a^ bezeichnet 
werden, wie unmittelbar zu sehen, 

sein, und sich somit die Coefficienten der Gleichung des wn-ten Grades 

(38.) y-+F,(x)r--^ + F3(x)y'"'»- + ... + F„,,_,(a:)y+F„,,(x) = 0, 

deren Lösungen durch (37.) dargestellt sind, als ganze Functionen von x 
ergeben. Bemerkt man nun, dass die Lösungen der Gleichung (34.) in 
X = a einen iw-fachen Verzweigungspunkt, die der Gleichung (35.) in x = ß 
einen «-fachen Verzweigungspunkt besitzen, während ß resp. a der An- 
nahme zufolge nicht Verzweigungspunkte von (34.) resp. (35.) sind, so 
folgt aus (37.), dass die Lösungen der Gleichung (88.) sich um a herum 
in n Cyklen zu je m Elementen, um ß herum in m Cyklen zu je n Ele- 
menten gruppiren. Gehen wir nun von einem bestimmten Werthe von Y 
aus, und umkreisen mit demselben den Verzweigungspunkt n m-mal, ebenso 
den Verzweigungspunkt/? «mal, so wird Y in beiden Fällen zu seinem Werthe 
zurückkommen; nehmen wir nun an, es möge Y einen gemeinsamen Werth er- 
reichen, wenn x fUj-mal a oder wenn x ii,-mal ß umkreist, worin f»j<<iii, «, <« 
ist, dann wird, wie aus der Form von (37.) ersichtlich, dasselbe auch geschehen, 
wenn a 2wi-mal oder ß 2«,-mal, a 3i»|-mal oder ß Sn^ma] etc. umkreist wird, 
es würde also Y von demselben Werthe ausgehend zu einem gemeinsamen Y- 
Werthe gelangen, wenn x den Verzweigungspunkt a mm^mal oder den Ver- 
zweigungspunkt ß f»«i-mal umkreist; da aber die muti-malige Umkreisung von 
« y zu seinem Ausgangswerthe zurückführt, so müsste dies auch die mnr 
malige Umkreisung von ß leisten, also m«, = &.« sein, oder da «i<[» ist, 
m mit n einen Theiler gemein haben. Nehmen wir also an, dass die 
Gradzahlen m und n der beiden gegebenen Gleichungen (34.) und (35.) zu 
einander relativ prim sind, so wird, wenn man von demselben y- Werthe 
ausgeht, eine Anzahl von Umkreisungen des Punktes «, welche kleiner 
als m ist, nicht zu einem gemeinsamen Functionalwerthe führen können, 
wie eine Anzahl von Umkreisungen des Punktes /?, welche kleiner als n 
ist. Daraus ist aber klar, dass man, ohne Verzweigungspunkte zu durch- 
laufen, auf continuirlichem Wege zu allen iw «-Zweigen der Function Y wird 
gelangen können, indem man successive erst a m-mal, dann ß einmal, 
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festzustellen, wenn die Untersnchnng für algebraische Fnnctionalgleichnngen 
durchgeführt ist; ich will an dieser Stelle das Problem nicht allgemein 
behandeln, sondem mich mit einigen Bemerkungen für bestimmte Klassen 
solcher Gleichungen begnügen. 

Wir wissen aus den früheren Auseinandersetzungen, dass jede alge- 
braische Functionalgleichung von der Form 

worin r eine ungerade zu n relativ prime Zahl bedeutet, 

ist, Fi{x\F2{x\...^F2n(x) ganze Functionen von x bedeuten, und F2,(a) 
von Null verschieden ist, da sie um a herum einen 2ii-fachen Verzweigungs- 

punkt hat, für den das Anfangsglied der Entwickelung (a:— a)^" lautet, mit 
Adjungirung nur rationaler Functionen von x irreductibel ist. Werfen wir 
nun die Frage auf, wann eine solche Gleichung mit Adjungirung von 
Vx — « reductibel ist, so wird, wenn 



^x — a = t 
gesetzt wird, die Gleichung (41.) identisch sein müssen mit 



*) Da die EntwickeluDg der Lösungen der Gleichung (41.) die Form hat 

r r+1 »;+^ 

y = o,(a;— a)^ + a,(a;— a)''^-' + a,(aj — a)^+..., 

worin ao,aj,a,,... Constanten bedeuten, und, wenn ^x — a=^t gesetzt wird, die um 
/ =• herum gültige Entwickelung der Lösung eines Factors der der Voraussetzung nach 
in zwei Factoren zerlegbaren Gleichung 

lautet, 80 folgt wiederum nach bekannten Sätzen, dass dieser Factor die Form hat 
worin /'»(O) von Null verschieden, und 



'. = «©+■ 



ist. 



Koenigiberger, über die Irreductibilüäi algebraischer Gleichungen. 349 

nnd somit zunächst 

oder wenn 

gesetzt wird, worin co„, und (0^2 wiederum ganze Functionen von (^ sein 
mllssen, die Gleichunii 

(42.) e<ol^(n^wl{t') = e^-'FUi^ + a), 

in welcher der oben flir Fj« (a?) gemachten Voraussetzung zufolge für r = 1 
0^1.2(0) von Null verschieden ist; es muss sich also t^"""^ F2n{f + et) in ein 
Product der beiden in t rationalen Factoren 

zerlegen lassen, und ähnlich sind die weiteren Bedingungen für die Zer- 
legung aufzustellen. Ist also z. B. die Gleichung vierten Grades gegeben 

worin F^(ay von Null verschieden ist, so verlangt die Zerlegung in 

[y'HUn+tfn(i'))y+fn(n+trn^^^^ 

+/2i(O-<A2(O] = 0, 

wenn wieder, wie sich als nothwendig ergiebt, 

gesetzt wird und cüh(/^), 01,2(0» "^21 (Oj "^22(0 ganze Functionen von t^ dar- 
stellen, ausser der der Gleichung (42.) entsprechenden Beziehung 

(43-) t'<(f)''<(n = F,(/'^+a) 

noch die Erfüllung der Gleichungen 

(440 2a>,,(0=Fi(<^+«), 

(45.) 2ai2.(0+^«>?i(0-<(0 = F^Ct' + a), 

(46.) 2[<^ai,,(Oai.i(0-«i,,(Oa^22(0] = F,{e+a). 

Zerlegt man somit, wenn es angeht, F^(f + a) in die verlangte Form 
(43.), so ergiebt sich a>2i(0 «nd o}n(f)^ während aus (44.) a>u(0 folgt; 
zerlegt man weiter, wenn es möglich ist, nach (45.) F2(/^+a) — 2ai2i(0 in 
das Product 

(<ü>,,(0 + a>,2(0) {t^n (O - «>i2 (O), 
SO werden £0^(0 und w^^if) bestimmt sein, und es bleibt somit nur noch 
als Bedingungsgleichung die Gleichung (46.) zu erfüllen. Setzt man 
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also z. B. 

80 folgt nach (430 

und daher <üj,(/') = g, cü„(/*) = „, wonach, da, wenn F,(«) = 1 gesetzt wird, 

«1.(0=^ folgt, sich aus (45.) für F^(x) = - ~°'^^ der Werth a>„(0 = ^ 

und somit aus (46.) Fj(a;) = „ ergiebt. Es lässt sich somit die bi- 

qnadratische Gleichung 

(47.) 



y*+(a:-«)»'+(x-«)?=^%'+(x-a)^=f^% 



+ (x-«)^:=^=0. 



welche mit Adjangirnng rationaler Functionen von x irredactibel ist, mit 
Adjangirang von ]/x-'a redactibel machen nnd zwar in der Form 

(48.) 



[,.+ (£-• + '^),+ ?-+L''^-] 



^x — a 



[,'+(-•-££_-),+-« -^ 



] = 0. 



Da die Gleichung (47.) für jeden Werth von x-^a diese Zerlegung 
zulässt, so folgt, dass jede algebraische Gleichung von der Form 

deren Coefficienten, wenn p eine Primzahl von der Form 4^ + 1 ist, ganze 
Zahlen sind, und die bekanntlich mit Adjungirung ganzer Zahlen irreductibel 
ist, mit Adjungirung von ]fp reductibel wird durch die Zerlegung 

[.'+(1+ f ),+ e+f ][,.+ (£_ !;|).+£_i|] . 0; 

für den speciellen Fall p = ö liefert dieser Satz die bekannte Zerlegung 
der Kreistheilungsgleichung 

a*+ö»'+10aH lOa+5 = [»^+(|+ ^-)»+|+ tI 



^+(|-f)«+|-f]- 
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Ebenso einfach ergiebt sich z. B. mit Adjangirnng von ]/x—a aas 
der Reductibilität der Gleichung 

mit zwei Verzweigungspunkten die Zerlegung 

ferner die Reductibilität der Gleichung 

mit Adjungirung von V'ö, etc. 

Dass aber die Gleichung (41.) nicht mit Adjungirung von ix—ß. 
worin ß irgend eine von a verschiedene Grösse bedeutet, reductibel ist, 
kann leicht eingesehen werden, da ein solcher aus der Zerlegung ent- 
stehender Factor gleich Null gesetzt die Gleichung ergeben würde 

(p(tl, X, ix-ß) = 0, 
welche bei Umkreisung des 2ii-fachen Verzweigungspunktes a ohne Aende- 
rung des Zeichens von ix^-ß zu allen 2ii Functionalwerthen von y führen 
würde. Es möge aber des Folgenden wegen die Unmöglichkeit der Zer- 
legung mit Adjungirung von ix—ß auch auf rein algebraischem Wege und 
zwar für eine biquadratische Gleichung der obigen Form erwiesen werden, 
welche, je nachdem r von der Form 4/u4-l oder 4.«i + 3 ist, nach (41.) die 
Gestalt hat 

. f y'H^-<^y''P^ix)y'Hx-ar''F,{x)f 
^ '^ 1 +(a:-«)^'' ''F,{x)y+{x^af^'-^'F,(x) = 

oder 

^ "M Hx-oLy'''F,{x)yHx-oLy'''F,{x)^0, 

worin F^{a) von Null verschieden ist. 

Setzt man zur Abkürzung a:— a = fi, und soll die Gleichung (49.) 

zerlegbar sein mit Adjungirung von ix—ß^ so dass 
y''J^u''^'F,{u^a)y^\u^^^'F,,(^u\a)y^^^u^^''F^{^^ 



= [»' + (i/i(«')+i72Wl'w + «-/?)» + Ai(tt)+A2(w)l'ti+«-/^^^ 

[ff'+(i7iW-i72(«)^+«-/?)!^ + Ai(fi)-A.(i«)rfi+«-/i], 
wird, worin ^1,^2) ^1,^2 ganze Functionen von ti bedeuten, so sind die 
Gleichungen zu befriedigen 

(51.) 2^,(ii) = u^^^'F,{u^a), 
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(52.) 2h,(u)+gi(u)^{u+a^ß)gl(u) = fi^^-^>F,(ti+«), 

(53.) 2g,(u)h,iu)-^2(u+a-^ß)g,(u)h,(u) = u'^^^'F^^u+a), 
(54.) A?(w)-(«+a-/?)A2'(«) = u'^''F,(u+a). 

Zunächst ist leicht za sehen, dass die 4 Functionen ^i(fi), 92 (ti), Ai(tf), 
hiCu) eine Potenz von u enthalten müssen, da nach (51.) und (53.) dies für 
gi(u) und g2(fi)h-2(u) der Fall sein muss, ferner, wenn ki(u) sie nicht enthielte, 
sondern nur gz^u)^ auch Ai(fi) nach (54.) davon frei wäre, was nach (52.) 
nicht angeht, und wenn h2(u) durch u theilbar ist, also nach (54.) auch Ai(«), 
nach (52.) auch g^^u) es sein müsste. Seien nun die Gradzahlen von u 
in den Functionen 91,^29 Ä|,Ä2 resp. ;'i,;'2 9^n^2f so folgt zunächst aus (51.) 
yi^/M+1; ist nun ;^i^2/i+l, so muss nach (54.) Bxxch x2>2iLt+l sein, 
dann würde aber nach Division dieser Gleichung mit &'^^ die linke Seite 
noch durch u theilbar bleiben, während es die rechte Seite nicht ist, und 
es folgt daher, dass Xi<Z2,u+l^ X2<z2,u+1 ist, und ebenso leicht, dass 
X, = X2^ weil sonst durch Division der Gleichung (54.) mit der kleineren 
ti-Potenz noch zwei Posten den Factor u enthielten, und der dritte nicht 
Dann geht aber die Gleichung (53.) durch Division mit u'^ in 
2g,(u)H,(^ü)--2g,(u)H2(u)(u + a^ß) = u'F,(u+a) 

über, worin i^a+l, und die Functionen ^i(fi), ^2(11) den Factor ti nicht 
mehr enthalten, so dass;^2^/^+l sein muss; aber dieses widerstreitet der 
Gleichung (52.), da hi(u) nicht wie die drei anderen Posten dieser Gleichung 
durch u^**^^ theibar ist. 

Soll aber die Gleichung (50.) zerlegbar sein, sollen also die Be- 
ziehungen stattfinden 

(55.) 2g,(u) = u^^'F,(u + a), 

(56.) 2h,iu)+gi(u)-^(u+a-^ß)gl(u) = u'^^'F,(u+a), 

(57.) 2g,(u)h,(u)^2g,(u)h,(uXu+a-^ß) = tj^^^'F,(u + a), 
(58.) h](u)--(u+a-ß)h]Cu) = u'^^'F,(u+a), 

so müssen zunächst wieder die 4 Functionen den Factor u enthalten, und 
behält man die obigen Bezeichnungen für die Gradzahlen in u bei, von 
denen wieder yi^^+1 sein muss, so würde zunächst, wenn ;fi^ 2^+2 
wäre, nach (58.) auch ;f2^ 2^ + 2 sein müssen, dann aber durch Division 
eben dieser Gleichung durch u*^'^^ die linke Seite durch u theilbar bleiben, 
während es die rechte Seite nicht ist, und daher folgen, dass ;fi<[2/i+2, 
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^2<2,a+2 ist, und ebenso leicht wieder ;fi = ;f2 sich ergeben. Da aber 
dann die Gleichung (57.) durch Division mit w'» in 

übergeht, worin i^/i+2 ist, also ;^i^.«+l sein muss, so wird dies wieder 
der Gleichung (56.) widerstreiten, da Ai(w) nicht wie die drei andern Posten 
dieser Gleichung durch fi^^+^ theilbar ist. Wir finden somit, dass in keinem 
Falle eine Gleichung der Form 

welche bekanntlich für ungerade r, wenn 

ist, mit Adjungirung rationaler Functionen von x irreductibel ist, mit Ad- 
jungirung von ix—ß reductibel werden kann, und da diese Schlüsse, wie 
unmittelbar zu sehen, in genau derselben Weise sich auch algebraisch ver- 
allgemeinern lassen, so erhalten wir den folgenden Satz: 
Eine algebraische Gleichung von der Form 

y'-+{x^ay^F,(x)f--'-^(x^ay^F,(^x)f-'+-' 

- + (x^cty2n-iF,,,,(x)y + {x^ayF,,(x) = 0, 
tu welcher r eine zu n relativ prime ungerade Zahl bedeutet, 

isty Fi(x)j ..., Fs,(x) beliebige ganze Functionen eon x bedeuten, von denen die 
letztere für x = a nicht verschwindet, und welche, wie bekannt, mit Adjungirung 
rationaler Functionen von x stets irreductibel ist, wird auch stets mit Adjun-- 
girung von Va?— /? irreductibel sein, worin ß eine beliebige von a verschiedene 
Zahl bedeutet, während sie mit Adjungirung von }/x—a reductibel sein kann. 

Als specielle Formen von Zahlengleichungen, welche den algebraischen 
Functionalgleichungen (41.) entsprechen, können die zu einer Primzahl p 
gehörigen Kreistheilungsgleichungen 

(59.) x^-^+paf-^+^S^^:r^^ = 

hervorgehoben werden, die bekanntlich mit Adjungirung rationaler Zahlen 

i/ ^" 

irreductibel sind, jedoch mit Adjungirung von r (— 1) ^ p reductibel werden. 

Es ist leicht zu sehen, dass eine zu p gehörige Kreistheilungsgleichung 
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nicht reductibel sein kann mit Adjungirung von r (— 1) \q^ wenn q irgend 
eine von p verschiedene Primzahl bedeutet; denn sei e eine Lösung der zu 
p gehörigen Kreistheilungsgleichung, welche dem gleich Null gesetzten 
Factor 

(60.) x' +a,x' +...=. y(-l)-^ q(,b,x'' +-0 

der der Annahme gemäss mit Adjungirung von F (— 1) ^ q zerlegten Kreis- 
theilungsgleichung (p— l)ten Grades angehört, rj eine Lösung der zur Prim- 
zahl q gehörigen Kreistheilungsgleichung, welche also auch den Factor 
dieser stets mit Adjungirung derselben Grösse reductibeln Gleichung 

(6L) x' +A,x' +-'=^y(^iy''q\.B,x' +-0 

befriedigt, so wird sich durch Division der Gleichungen (60.) und (61.) die 
Beziehung ergeben 

(Q2 ^ i-' +^1^ ' +'•• - 4. M ^' +1" 

in welcher ai, ..., 6,, ..., ^1, ..., J5,, ..., rationale Zahlen bedeuten, und diese 
Gleichung ist unmöglich, da bekanntlich ein von den nicht primitiven Ein- 
heitswurzeln befreites, zum Grade n gehöriges Kreistheilungspolynom nicht 
in Factoren zerlegt werden kann, die in ihren Coefficienten nur rationale 
Zahlen und Einheitswurzeln enthalten, deren Grad relativ prim zu n ist, 

während die Gleichung (62.) eine nicht identische Gleichung -^--ten Grades 

definiren würde, deren Coefficienten nur rationale Zahlen und die ^-te Ein- 
heitswurzel ri enthalten. 

Von diesem Satze mag endlich noch eine einfache Anwendung auf 
die Vertheilung der complexen Primzahlen von der Form a+bi in der Ebene 
gemacht werden. 

Ist a+bi, worin a und b ganze positive oder negative Zahlen bedeuten, 
also auch a — 6i, eine i^rimzahl, so ist bekanntlich 

(a + biXa-bi) = N(a+bi) = a' + b' 
eine positive reelle Primzahl, und ist die Norm eine Primzahl, so ist es 
auch a-t-6i, natürlich vorausgesetzt, dass b von Null verschieden ist. Soll 
aber a^-f6^ eine Primzahl sein, so muss dieselbe von der Form 4n+l, also 
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mod (a+6i) = 1^4«+ 1 sein, und legt man somit um den Nullpunkt der 
Ebene als Mittelpunkt Kreise mit den Radien V'ö, V'iS" »^17, ..., so müssen 
sämmtliche complexen Piimzahlen a+bi auf den Peripherien dieser Kreise 
liegen. Nun sind aber die 4 mit den complexen Einheiten multiplicirten 
Zahlen 

a + bi, ai—b^ —a—bi, —ai+b 

und deren conjugirte Werthe 

a — bij —ai—bj —a+bi, ai+b 

wiederum Primzahlen, und es ist klar, dass auf jedem der bezeichneten 
Kreise nur eine complexe Primzahl nebst ihren drei zugehörigen und deren 
conjugierten liegt; denn lägen zwei verschiedene auf demselben, a+bi und 
c+rff, so wäre ä^+b^ = c^+d^ und somit c+di in a+bi oder o— 6i enthalten, 
was nur möglich ist, wenn c+di sich von a + bi oder a— 6» nur um eine 
Einheitswurzel 1, —1, t, — i als Factor unterscheidet. Fassen wir dies zu- 
sammen, so liegen, wenn um den Nullpunkt als Mittelpunkt Kreise mit den 
Radien von der Länge 3, 7, 11, ..., also mit den Primzahlen von der Form 
4«+ 3, welche auch im complexen Sinne Primzahlen sind, geschlagen 
werden, auf jedem derselben in den 4 Durchschnittspunkten 

4« + 3, -(4»+3), «(4«+3), -«(4« + 3) 

der Fundamentalaxe und der darauf senkrechten Axe mit dem Kreise Prim- 
zahlen und sonst auf diesen Kreisen keine anderen; auf dem Kreise mit 
dem Radius 1 liegen die 4 Einheiten, und auf den mit den Radien 1^411+1 
gezogenen Kreisen, worin 4«+l eine reelle Primzahl ist, zwei complexe 
conjugirte Primzahlen a+bi und a — 6t und deren je 4 zugehörige, durch 
multipilcatorische Einheiten von diesen verschiedene; auf dem Kreise mit 
dem Radius ^2 liegen die 4 Primzahlen 1+i, i-1, — 1— t, — 1+1. 

Sei nun a+bi eine auf einem der Kreise liegende Primzahl und ver- 
bindet man dieselbe mit dem Nullpunkt, so wird auf diesem Strahle, der 
von eben diesem Kreise noch die Primzahl — o— 6f ausschneidet, keine 
andere Primzahl mehr liegen oder es werden die Durchschnittspunkte 
desselben mit den andern Kreisen zusammengesetzte Zahlen sein; denn 
lägen zwei Primzahlen a+bi und a^+bii auf demselben Strahle, so wäre 

a. a 
wegen ^ = ^ 

45* 
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und es mttsste, daa+^t eine Primzahl sein soll, Oi durch a theilbar sein, 
was nicht angeht, da ai+bj eine von a+bi verschiedene Primzahl sein soll. 
Lässt man also eine Linie sich um den Anfangspunkt drehen, so wird sie 
in jeder Lage nur auf einem der Kreise 2 entgegengesetzte Primzahlen aus- 
schneiden können, und zwar wird jeder Kreis in jedem Quadranten von der 
sich drehenden Linie in zwei Primzahlpunkten a+bi und ai+b^ wenn a und 
b dasselbe Zeichen haben, dagegen a+ 6« und —6— oi, wenn a und b ent- 
gegengesetztes Zeichen haben, geschnitten. Aber nicht jeder Strahl des 
Büschels wird Primzahlen treffen, wie schon daraus hervorgeht, dass wenn 
derselbe auf dem Eiuheitskreise von der Fundamentalaxe aus den Bogen cp 

abschneidet, nicht nur tgcp=- jedenfalls rational sein muss, sondern wenn 

a 

p eine Primzahl von der Form 4»+l ist, 

(63.) cos 9 = -7=7 siny = — - 

YP \-p 

sein muss, worin p = ä^+b^ ist, und wir werfen die Frage auf, ob für einen 
Bogen, welcher ein rationaler Theil von 2n ist, Gleichungen von der 
Form (63.) erfüllt werden können. Sei also 

(64.) co8-27i=-— r, 8in~27i = — r, 

worin v und /tt zwei zu einander relativ prime ganze Zahlen sein mögen, 
so folgt vermöge der Ausdrücke 

co&xq) = cos* 9) ~^— C09''~^(p%in^(p+-"^ 

sinxq) = ;fcos*~^y8iny — ^^ — :r-^,-— ^cos'^'^ysin^yH — , 
worin x eine ganze Zahl bedeutet, dass 

(00.) cos;f- -271 =— -, 8in;f-27r = - , 

^* T ^* 4 

P' P' 

worin M und N ganze Zahlen bedeuten, und die Ausdrücke selbst somit 

rational sind, wenn x gerade ist. Sei nun 

worin 9, r, ...,5 von einander verschiedene Primzahlen bedeuten, und werde 

X = 2<^ </'='- V^...«^ = ^ 
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gesetzt, 80 mttsste nach (65.) 

(66.) C08 — =^, am -=-^ 

P' P' 

sein, welche Ausdrücke, wenn e ^ 1 ist, rational sein würden. 

Bildet man nun 

2v7t , . . 2vn M+Ni 
a; = cos — +isin — = — — - - 

worin M und N ganze Zahlen sind, so sind diese beiden Werthe von x einer- 
seits Lösungen der Gleichung 

rr^-l = 0, 
andererseits der Gleichung 

jf 

und es mttsste somit die zum Grade q gehörige Kreistheilungsgleichung 
durch Adjungirung von ^p reductibel sein, was, wie wir oben gesehen 
haben, nicht angeht; es darf daher ^ keine von 2 und p verschiedene Prim- 
zahl enthalten und muss somit die Form haben fi = 2^p^^ woraus, wenn 
X = 2^p^"* gesetzt wird, 

2vrv M . 2vn N 

COS = — r, Sin = — - 

P ^' P ^ 

P' P' 

folgte, welche Ausdrücke wiederum, wenn e ^ 1, rational sein wttrden. 

Setzt man nunmehr 

2v;r , . . 2v7i itf-fiVf 
X = cos — + isin — = - ~r— 1 
P " P ^ ' 

P' 

so hat die Gleichung 

x^-1 = 
mit der Gleichung 

p'x'-2Mp'^x+M''+N^ = 

zwei Lösungen gemein, das letztere Polynom bildet also einen Theiler des 
ersteren; ist nun x eine gerade Zahl, also e ^ 1, so wttrde die zu p gehörige 
Kreistheilungsgleichung mit Adjungirung rationaler Zahlen reductibel sein, 
also muss q = ä.h.x ungerade sein, und die Kreistheilungsgleichung mit 
Adjungirung von Vp reductibel werden, was stets der Fall ist. Da aber die 



3Ö8 Koenigsbergery über die IrreductibilUäi algebraischer Gleichungen. 

beiden Factoren der mit Adjungirung von Vp zerlegten, zu p gehörigen 
Kreistheilungsgleichung vom —"^--ten -Grade sind, und diese bekanntlich, 

nur mit Adjangirnng von l/p^ nicht mehr rednctibel sind, so wird, da das 
obige Polynom vom 2-ten Grade ist, p = b sein müssen — aber für p = 5 
hat der irreductible Factor die Form 

und lässt sich also mit dem oben gefundenen nicht identificiren, so dass fUr 
^ nur die Form 2^ übrig bleibt, um die den Gleichungen (64.) entsprechenden 
Beziehungen 

vn a . V7i h 

ZU befriedigen, worin v ungerade ist; aber auch diese Gleichungen sind 
für p = 1, 2 nicht zu befriedigen, ebensowenig für p>3, da fttr ;f = 2^"^ 

00-3 VT? vn , ^^.3 V7i . vn 

co82«^' 2^ = COS ^, sin2^ '^^ = sm ^ 

rational sein mttssten, was nicht der Fall ist; es bleibt somit nur p = 3, 
wofür in der That jene Gleichungen unter der Annahme von p = 2 zu erfüllen 
sind, da jedoch p von der Form 4fi+l sein sollte, ebenfalls fortfallen. Die 
Gleichungen (63.) sind somit für kein rationales Multiplum von 27i, unter 
der Annahme, dassp von der Form 4ii+l ist, zu erfüllen, dagegen werden 
dieselben für p = 2 die Lösungen 9^ = -j ^*''>^"? worin v eine beliebige 
ungerade Zahl bedeutet.*) 

Wir schliessen daraus, dass nur die beiden Strahlen, welche mU der 
Pundamentalaxe den Winkel von 45" bilden, auf dem Kreise mit dem Radius 
}f2 4 complexe Primzahlen ausschneiden, dass aber sonst auf keinem Strahle 



*) Wollte man, um zu demselben Resultate zu gelangen, von den aus (63.) 
folgenden Gleichungen 

^ a'~6> . ^ 2ab 

P ^ P 

ausgehen, so brauchte man sich nur auf den Satz von der Irreductibilität einer zu einem 
zusammengesetzten Grade gehörigen, von den nicht primitiven Lösungen befreiten Kreis- 
theilungsgleichung zu stützen, wenn dieser nur rationale Zahlen adjungirt werden. 
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des Büschelsy welcher mit der Fundamentalaxe Winkel bildet, die rationale 
Theile von 360" sind, complexe Primzahlen liegen, 

Dass der auf dem Einheitskreise von dem Strahle abgeschnittene 
Bogen nicht in einem algebraischen Verhältnisse zum Radius stehen kann, 
sondern nur in einem transcendenten, folgt aus dem bekannten Satze, dass 
der natürliche Logarithmus einer algebraischen Zahl transcendent ist, aber 
dieses transcendente Verhältniss darf auch nicht, wie oben gezeigt worden, 
ein rationaler Theil von 2n sein. 
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